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ПРЕДИСЛОВИЕ

В книге излагаются основы численных методов решения задач 
алгебры, анализа, обыкновенных дифференциальных уравнений и 
уравнений математической физики. Книга предназначена для сту
дентов вузов, специализирующихся в области прикладной мате
матики. Она может оказаться полезной также студентам других 
специальностей, желающим получить представление о методах ре
шения математических задач с помощью ЭВМ. Книга основана на 
курсе лекций, который читался в течение ряда лет студентам фа
культета вычислительной математики и кибернетики Московского 
университета.

В курсах численных методов изучаются вопросы построения, 
применения и теоретического обоснования алгоритмов приближен
ного решения различных классов математических задач. В настоя
щее время большинство вычислительных алгоритмов ориентирова
но на использование быстродействующих ЭВМ, что существенно 
влияет на отбор учебного материала и на характер его изложения. 
Следует отметить некоторые особенности предмета численных ме
тодов. Во-первых, для численных методов характерна множествен
ность, т. е. возможность решить одну и ту же задачу различными 
методами. Во-вторых, вновь возникающие естественно-научные за
дачи и быстрое развитие вычислительной техники вынуждают пе
реоценивать значение существующих алгоритмов и приводят к со
зданию новых. Перечисленные особенности предмета, его обшир
ность и неоднородность делают иллюзорной попытку изложить 
предмет «во всей полноте и строгости». По. тому авторы настоящей 
книги поставили перед собой задачу собрать минимальный мате
риал, достаточный для дальнейшей работы выпускников вузов в 
области применения и создания вычислительных методов.

Вычислительный алгоритм естественно рассматривать как не
обходимую составную часть вычислительного эксперимента — 
эффективного метода решения крупных естественно-научных и на
роднохозяйственных задач. С этих позиций и ведется изложение 
численных методов в данной книге. Рассматриваются только те
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методы, которые выдержали испытание практикой и применяются 
для решения реальных задач. Наибольшее внимание уделяется 
фундаментальным разделам численных методов — численному ре
шению систем линейных алгебраических уравнений и разностным 
методам решения задач математической физики. В то же время 
авторы сознают, что многие интересные и важные методы изложе
ны недостаточно полно или совсем не вошли в книгу. За рамками 
книги остались такие этапы вычислительного эксперимента, как 
построение математической модели, программирование и органи
зация вычислений. В тех случаях, когда подробное изложение чис
ленного метода оказывалось слишком громоздким, содержало мно
го выкладок или опиралось на труднодоступный студентам мате
матический аппарат, авторы предпочитали ограничиться харак
терными примерами.

Книга состоит из трех частей. Часть 1 является вводной, в ней 
дается представление о месте численных методов в общем процес
се математического моделирования и вычислительного экспери
мента, а также рассматриваются на уровне примеров некоторые 
вычислительные алгоритмы. В части II излагаются традиционные 
разделы численных методов, такие как прямые и итерационные 
методы решения систем линейных алгебраических уравнений, ин
терполирование, численное интегрирование, решение нелинейных 
уравнений, методы решения задачи Коши для обыкновенных диф
ференциальных уравнений. Может возникнуть вопрос, зачем нуж
но столь подробно излагать методы, для большинства из которых 
уже давно существует хорошо зарекомендовавшая себя про
граммная реализация? Дело в том, что сознательное использова
ние существующих программ и тем более создание новых улуч
шенных версий вряд ли возможно без изучения самих методов и 
связанных с ними теоретических представлений. В части III рас
сматриваются разностные методы решения задач математической 
физики. Здесь большое внимание уделяется принципам построения 
разностных схем для различных задач, исследованию их устойчи
вости и сходимости, методам решения сеточных уравнений.

Для чтения части II требуется знание алгебры, анализа и обык
новенных дифференциальных уравнений в объеме одного-двух кур
сов вузовского обучения. Часть III предполагает знакомство с по
становкой типичных задач математической физики. Каких-либо 
специальных предварительных сведений из области вычислитель
ной математики не требуется, хотя могут оказаться полезными от
дельные главы из книг

Т и х о н о в  А. Н., К о с т о м а р о в  Д. П. Вводные лекции по 
прикладной математике.— М.: Наука, 1984.

С а м а р с к и й  А. А. Введение в численные методы.— 2-е изд.— 
М.: Наука, 1987.

Предполагается, что одновременно с изучением данного курса 
читатель овладевает навыками решения задач с помощью ЭВМ, 
а также участвует в работе студенческого семинара по численным 
методам.
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Более подробное изложение отдельных разделов курса можно 
найти в книгах:

С а м а р с к и й  А. А. Теория разностных схем,—2-е изд.—М.: 
Наука, 1983.

С а м а р с к и й  А. А., Н и к о л а е в  Е. С. Методы решения се
точных уравнений,—М.: Наука, 1978.

С а м а р с к и й  А. А., П о п о в  Ю. П. Разностные методы ре
шения задач газовой динамики,—2-е изд.—М.: Наука, 1980.

Авторы приносят глубокую благодарность декану факультета 
вычислительной математики и кибернетики МГУ академику 
А. Н. Тихонову, при активном участии которого обсуждались во
просы преподавания численных методов.

Считаем также своим приятным долгом выразить благодар
ность нашим товарищам и сотрудникам по работе В. Б. Андрееву, 
Т. Н. Галишниковой, Л. М. Дегтяреву, Н. И. Ионкину, Н. Н. Ка- 
литкину, Д. П. Костомарову, Е. С. Николаеву, Ю. П. Попову, 
А. П. Фаворскому, И. В. Фрязинову за полезное обсуждение и сде
ланные замечания по содержанию книги.

А. А. Самарский, А. В. Гулин



Ч А С Т Ь  I
ВВЕДЕНИЕ В ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

§ 1. Математическое моделирование и вычислительный эксперимент

1. Схема вычислительного эксперимента. Эффективное решение 
крупных естественно-научных и народнохозяйственных задач сей
час невозможно без применения быстродействующих электронно- 
вычислительных машин (ЭВМ). В настоящее время выработалась 
технология исследования сложных проблем, основанная на по
строении и анализе с помощью ЭВМ математических моделей изу
чаемого объекта. Такой метод исследования называют вычисли
тельным экспериментом.

Пусть, например, требуется исследовать какой-то физический 
объект, явление, процесс. Тогда схема вычислительного экспери
мента выглядит так, как показано на рис. 1. Формулируются ос
новные законы, управляющие данным объектом исследования (I) 
и строится соответствующая математическая модель (II), пред
ставляющая обычно запись этих законов в форме системы урав
нений (алгебраических, дифференциальных, интегральных и т. д.).

' Рис. 1. Схема вычислительного эксперимента

При выборе физической и, следовательно, математической модели 
мы пренебрегаем факторами, не оказывающими существенного 
влияния на ход изучаемого процесса. Типичные математические мо
дели, соответствующие физическим явлениям, формулируются в 
виде уравнений м атем атической ф изики. Б ольш инство реальны х  
процессов описывается нелинейными уравнениями и лишь в пер
вом приближении (при малых значениях параметров, малых от
клонениях от равновесия и др.) эти уравнения можно заменить 
линейными.
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После того как задача сформулирована в математической фор
ме, необходимо найти ее решение. Но что значит решить матема
тическую задачу? Только в исключительных случаях удается най
ти решение в явном виде, например в виде ряда. Иногда утверж
дение «задача решена» означает, что доказано существование и 
единственность решения. Ясно, что этого недостаточно для прак
тических приложений. Необходимо еще изучить качественное по
ведение решения и найти те или иные количественные характери
стики.

Именно на этом этапе требуется привлечение ЭВМ и, как след
ствие, развитие численных методов (см. III на рис. 1). Под числен
ным методом здесь понимается такая интерпретация математиче
ской модели («дискретная модель»), которая доступна для реали
зации на ЭВМ. Например, если математическая модель представ
ляет собой дифференциальное уравнение, то численным методом 
может быть аппроксимирующее его разностное уравнение совме
стно с алгоритмом, позволяющим отыскать решение этого раз
ностного уравнения. Результатом реализации численного метода 
на ЭВМ является число или таблица чисел. Отметим, что в на
стоящее время помимо собственно численных методов имеются 
также методы, которые позволяют проводить на ЭВМ аналитиче
ские выкладки. Однако аналитические методы для ЭВМ не полу
чили пока достаточно широкою распространения.

Чтобы реализовать численный метод, необходимо составить 
программу для ЭВМ (см. IV на рис. 1) или воспользоваться гото
вой программой. После отладки программы наступает этап про
ведения вычислений и анализа результатов (V). Полученные ре 
зультаты изучаются с точки зрения их соответствия исследуемому 
явлению и при необходимости вносятся исправления в численный 
метод и уточняется математическая модель.

Такова в общих чертах схема вычислительного эксперимента. 
Его основу составляет триада: модель — метод (алгоритм) — про
грамма. Опыт решения крупных задач показывает, что метод ма
тематического моделирования и вычислительный эксперимент со
единяют в себе преимущества традиционных теоретических и 
экспериментальных методов исследования. Можно указать такие 
крупные области применения вычислительного эксперимента, 
как энергетика, аэрокосмическая техника, обработка данных на
турного эксперимента, совершенствование технологических про
цессов.

2. Вычислительный алгоритм. Предметом данной книги явля
ется изложение вопросов, отражающих лишь один из этапов вы
числительного эксперимента, а именно этап построения и исследо
вания численного метода. Таким образом, здесь не обсуждаются 
исходные задачи и их математическая постановка, не рассматри
ваются вопросы программирования и организации вычислений, ин
терпретации результатов. Предварительные понятия о проблема
тике математического моделирования и вычислительного экспери
мента читатель может получить из книг [36, 40].
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Необходимо подчеркнуть, что процесс исследования исходного 
объекта методом математического моделирования и вычислитель
ного эксперимента неизбежно носит приближенный характер, по
тому что на каждом этапе вносятся те или иные погрешности. Так, 
построение математической модели связано с упрощением исход
ного явления, недостаточно точным заданием коэффициентов урав
нения и других входных данных. По отношению к численному ме
тоду, реализующему данную математическую модель, указанные 
погрешности являются неустранимыми, поскольку они неизбежны 
в рамках данной модели.

При переходе от математической модели к численному методу 
возникают погрешности, называемые погрешностями метода. Они 
связаны с тем, что всякий численный метод воспроизводит исход
ную математическую модель приближенно. Наиболее типичными 
погрешностями метода являются погрешность дискретизации и по
грешность округления. Поясним причины возникновения таких по
грешностей.

Обычно построение численного метода для заданной мате
матической модели разбивается на два этапа: а) формулиров
ка дискретной задачи, б) разработка вычислительного алгоритма, 
позволяющего отыскать решение дискретной задачи. Например, 
если исходная математическая задача сформулирована в виде си
стемы дифференциальных уравнений, то для численного решения 
необходимо заменить ее системой конечного, может быть, очень 
большого числа линейных или разностных алгебраических урав
нений. В этом случае говорят, что проведена дискретизация исход
ной математической задачи. Простейшим примером дискретизации 
является построение разностной схемы путем замены дифферен
циальных выражений конечно-разностными отношениями. В об
щем случае дискретную модель можно рассматривать как конеч
номерный аналог исходной математической задачи. Ясно, что ре
шение дискретизированной задачи отличается от решения исход
ной задачи. Разность соответствующих решений и называется по
грешностью дискретизации. Обычно дискретная модель зависит от 
некоторого параметра (или множества параметров) дискретиза
ции, при стремлении которого к нулю должна стремиться к нулю 
и погрешность дискретизации. При этом число алгебраических 
уравнений, составляющих дискретную модель, неограниченно воз
растает. В случае разностных методов таким параметром является 
шаг сетки.

Как уже отмечалось, дискретная модель представляет собой 
систему большого числа алгебраических уравнений. Невозможно 
найти решение такой системы точно и в явном виде. Поэтому при
ходится использовать тот или иной численный алгоритм решения 
системы алгебраических уравнений. Входные данные этой систе
мы, а именно коэффициенты и правые части, задаются в ЭВМ не 
точно, а с округлением. В процессе работы алгоритма погрешности 
округления обычно накапливаются, и в результате решение, полу
ченное на ЭВМ, будет отличаться от точного решения дискрети
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зированной задачи. Результирующая погрешность называется по
грешностью округления (иногда ее называют вычислительной по
грешностью). Величина этой погрешности определяется двумя 
факторами: точностью представления вещественных чисел в ЭВМ 
и чувствительностью данного алгоритма к погрешностям округ
ления.

Алгоритм называется устойчивым, если в процессе его работы 
вычислительные погрешности возрастают незначительно, и неус
тойчивым — в противоположном случае. При использовании неус
тойчивых вычислительных алгоритмов накопление погрешностей 
округления приводит в процессе счета к переполнению арифмети
ческого устройства ЭВМ.

Итак, следует различать погрешности модели, метода и вычис
лительную. Какая же из этих трех погрешностей является преоб
ладающей? Ответ здесь неоднозначен. Видимо, типичной является 
ситуация, возникающая при решении задач математической физи
ки, когда погрешность модели значительно превышает погреш
ность метода, а погрешностью округления в случае устойчивых 
алгоритмов можно пренебречь по сравнению с погрешностью ме
тода. С другой стороны, при решении, например, систем обыкно
венных дифференциальных уравнений возможно применение столь 
точных методов, что их погрешность будет сравнима с погреш
ностью округления. В общем случае нужно стремиться, чтобы все 
указанные погрешности имели один и тот же порядок. Например, 
нецелесообразно пользоваться разностными схемами, имеющими 
точность 10_0, если коэффициенты исходных уравнений задаются 
с точностью 10-2.

3. Требования к вычислительным методам. Одной и той же ма
тематической задаче можно поставить в соответствие множество 
различных дискретных моделей. Однако далеко не все из них при
годны для практической реализации. Вычислительные алгоритмы, 
предназначенные для быстродействующих ЭВМ, должны удовлет
ворять многообразным и зачастую противоречивым требованиям. 
Попытаемся здесь сформулировать основные из этих требований 
в общих чертах. Далее в частях II и III книги эти требования кон
кретизируются при рассмотрении алгоритмов численного решения 
типичных математических задач.

Можно выделить две группы требований к численным методам. 
Первая группа связана с адекватностью дискретной модели исход
ной математической задаче, и вторая группа — с реализуемостью 
численного метода на ЭВМ. К первой группе относятся такие тре
бования, как сходимость численного метода, выполнение дискрет
ных аналогов законов сохранения, качественно правильное поведе
ние решения дискретной задачи.

Поясним эти требования. Предположим, что дискретная модель 
математической задачи представляет собой систему большого, но 
конечного числа алгебраических уравнений. Обычно, чем точнее 
мы хотим получить решение, тем больше уравнений приходится 
брать. Говорят, что численный метод сходится, если при неограни
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ченном увеличении числа уравнений решение дискретной задачи 
стремится к решению исходной задачи.

Поскольку реальная ЭВМ может оперировать лишь с конечным 
числом уравнений, на практике сходимость, как правило, не дости
гается. Поэтому важно уметь оценивать погрешность метода в за
висимости от числа уравнений, составляющих дискретную модель. 
По этой же причине стараются строить дискретную модель таким 
образом, чтобы она правильно отражала качественное поведение 
решения исходной задачи даже при сравнительно небольшом чис
ле уравнений.

Например, дискретной моделью задачи математической физики 
может быть разностная схема. Для ее построения область измене
ния независимых переменных заменяется дискретным множеством 
точек — сеткой, а входящие в исходное уравнение производные за
меняются на сетке конечно-разностными отношениями. В резуль
тате получаем систему алгебраических уравнений относительно 
значений искомой функции в точках сетки. Число уравнений этой 
системы равно числу точек сетки. Известно, что дифференциаль
ные уравнения математической физики являются следствиями ин
тегральных законов сохранения. Поэтому естественно требовать, 
чтобы для разностной схемы выполнялись аналоги таких законов 
сохранения. Разностные схемы, удовлетворяющие этому требова
нию, называются консервативными. Оказалось, что при одном и 
том же числе точек сетки консервативные разностные схемы более 
правильно отражают поведение решения исходной задачи, чем не
консервативные схемы.

Сходимость численного метода тесно связана с его коррект
ностью. Предположим, что исходная математическая задача по
ставлена корректно, т. е. ее решение существует, единственно и 
непрерывно зависит от входных данных. Тогда дискретная модель 
этой задачи должна быть построена таким образом, чтобы свой
ство корректности сохранилось. Таким образом, в понятие кор
ректности численного метода включаются свойства однозначной 
разрешимости соответствующей системы уравнений и ее устойчи
вости по входным данным. Под устойчивостью понимается непре
рывная зависимость решения от входных данных, равномерная 
относительно числа уравнений, составляющих дискретную модель.

Вторая группа требований, предъявляемых к численным мето
дам, связана с возможностью реализации данной дискретной мо
дели на данной ЭВМ, т. е. с возможностью получить на ЭВМ ре
шение соответствующей системы алгебраических уравнений за 
приемлемое время. Основным препятствием для реализации кор
ректно поставленного алгоритма является ограниченный объем 
оперативной памяти ЭВМ и ограниченные ресурсы времени счета. 
Реальные вычислительные алгоритмы должны учитывать эти об
стоятельства, т. е. они должны быть экономичными как по числу 
арифметических действий, так и по требуемому объему памяти.
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1. Представление вещественных чисел в ЭВМ. Одним из источ
ников вычислительных погрешностей является приближенное 
представление вещественных чисел в ЭВМ, обусловленное конеч
ностью разрядной сетки. Хотя исходные данные представляются 
в ЭВМ с большой точностью, накопление погрешностей округления 
в процессе счета может привести к значительной результирующей 
погрешности, а некоторые алгоритмы могут оказаться и вовсе не
пригодными для реального счета на ЭВМ.

Напомним о способах представления чисел в ЭВМ и связанных 
с ними погрешностях округления. Более подробно этот круг во
просов рассматривается в [6, 8, 15, 29].

При ручном счете пользуются десятичной системой счисления. 
Например, запись 103,67 определяет число

М 0 2 + 0-10Ч-3-10° +  6-10-1+ 7-10-2.
Здесь 10 — основание системы счисления, запятая отделяет 

дробную часть числа от целой, 1, 0, 3, 6, 7 — числа из базисного 
набора {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, с помощью которого можно пред
ставить любое вещественное число.

ЭВМ работают, как правило, в двоичной системе, когда любое 
число записывается в виде последовательности нулей и единиц. 
Например, запись 0, 0101 в двоичной системе определяет число

0-20 +  0-2-‘+  1.2-2+ 0 -2 -3+1 -2-4.
Как двоичная, так и десятичная системы относятся к позици

онным системам счисления. В позиционной системе с основанием 
г запись

а =  ± а пап- , .. ,а 0, а_,а_2. .. (1)
означает, что

а =  ±.(а„гп + ап_1гп~' + .. . + a0ra + a -tr-' + a ^ r - 2+ ...) .
Будем считать далее, что г — целое число, большее единицы. 

Каждое из чисел а{ может принимать одно из значений {0 ,1 ,... 
. . . , г— 1}. Числа а, называются разрядами, например: а3 — третий 
разряд перед запятой, а~2— второй разряд после запятой.

Запись вещественного числа в виде (1) называется также его 
представлением в форме числа с фиксированной запятой. В ЭВМ 
чаще всего используется представление чисел в форме с плаваю
щей запятой, т. е. в виде

a=Mrv, (2)
где г — основание системы счисления, р — целое число (положи
тельное, отрицательное или нуль) и

г-‘^ |М |< 1 .  (3)
Число М представляется в форме числа с фиксированной запя

той и называется мантиссой числа а. Число р называется поряд
ком числа а. В виде (2) можно единственным образом представить

§ 2. Погрешности округления
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любое вещественное число кроме нуля. Единственность обеспечи
вается условием нормировки (3).

Например, число 103,67 в форме с плавающей запятой имеет 
вид 0,10367 ■ 103, т. е. М =0,10367, р= 3. Двоичное число 0,0101 =  
=0,101 -2-1 имеет в двоичной системе мантиссу М=0,101 и поря
док р = - 1.

Знак порядна Порядок Знак мак тиссы Мантисса

4в 47 42 41 40  1

Рис. 2. Разрядная сетка

В ЭВМ для записи каждого числа отводится фиксированное 
число разрядов (разрядная сетка). Например, в ЭВМ БЭСМ-6 
для записи числа, представленного в форме с плавающей запятой, 
отводится 48 двоичных разрядов, которые распределяются следую
щим образом: в разрядах с 1 по 40 помещается абсолютное значе
ние мантиссы, в 41 разряде —знак мантиссы, в разрядах от 42 до» 
47 — абсолютная величина порядка, в 48 разряде — знак порядка 
(см. рис. 2). Отсюда легко найти диапазон чисел, представимых 
в ЭВМ БЭСМ-6. Поскольку максимальное значение порядка в дво
ичной системе равно 111 111=63 и мантисса не превосходит еди
ницы, то с помощью указанной разрядной сетки можно пред
ставить числа, абсолютная величина которых лежит примерно в. 
диапазоне от 2_вз до 263, т. е. от 10~19 до 1019.

Ту же 48-разрядную сетку можно использовать для представления чисел 
с фиксированной запятой. Пусть, например, разряды с 1 по 24 отводятся для 
записи дробной части числа и разряды с 25 по 47 — для записи целой части 
числа. Тогда максимальное число, которое можно представить с помощью дан
ной разрядной сетки, будет равно

II . . .  I, 11 . . .  I <  223 «  107.
23 разряда  24 разряда

Следовательно, в данном случае диапазон допустимых чисел в 1012 раз» 
меньше, чем при использовании представления с плавающей запятой. Возмож
ностью существенного увеличения диапазона допустимых чисел при той же раз
рядной сетке и объясняется преимущественное использование в ЭВМ представ
ления чисел в форме с плавающей запятой. Комплексное число представляется 
в ЭВМ в виде пары вещественных чисел.

2. Округление чисел в ЭВМ. Будем считать в дальнейшем, что 
вещественные числа представляются в ЭВМ в форме с плавающей 
запятой. Минимальное положительное число Мй, которое может 
быть представлено в ЭВМ с плавающей запятой, называется ма
шинным нулем. Мы видим, что для ЭВМ БЭСМ-6 число М0«  10-19. 
Число Мж =  Л4о называется машинной бесконечностью. Все ве
щественные числа, которые могут быть представлены в данной 
ЭВМ, расположены по абсолютной величине в диапазоне от М0 
до Мос. Если в процессе счета какой-либо задачи появится вещест
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венное число, меньшее по модулю чем М0, то ему присваивается 
нулевое значение. Так, на ЭВМ БЭСМ-6 в результате перемноже
ния двух чисел 10-и и 10-1° получим нуль. При появлении в про
цессе счета вещественного числа, большего по модулю чем М», 
происходит так называемое переполнение разрядной сетки, после 
чего ЭВМ прекращает счет задачи. Отметим, что нуль и целые 
числа представляются в ЭВМ особым образом, так что они могут 
выходить за пределы диапазона Мц-ь-М^.

Из-за конечности разрядной сетки в ЭВМ можно представить 
точно не все числа из диапазона а лишь конечное мно
жество чисел. Число а, не представимое в ЭВМ точно, подверга
ется округлению, т. е. оно заменяется близким ему числом а, пред
ставимым в ЭВМ точно. Точность представления чисел в ЭВМ с 
плавающей запятой характеризуется относительной погрешностью

\a -a \l\a \.
Величина относительной погрешности зависит от способа 

округления. Простейшим, но не самым точным способом округле
ния является отбрасывание всех разрядов мантиссы числа а, ко
торые выходят за пределы разрядной сетки.

Найдем границу относительной погрешности при таком способе округления. 
Пусть для записи мантиссы в ЭВМ отводится t двоичных разрядов. Предпо
ложим, что надо записать число, представленное в виде бесконечной двоичной 
дроби

а =  ±  2Р ai
2

02
22

а/+1
2'+1 (4)

где каждое из as равно 0 или 1. Отбрасывая все лишние разряды, получим 
округленное число

а =  ±  2Р
01 Оо “/

—  +  —  +  . . .  +  —
2 22 о'

Таким образом, для погрешности округления

а — а =  ±  2Р at +1 at + 2
2̂ +i + 2f+2

справедлива оценка

sg2p 1 / 1
2 ^ ( 1 + Т +  22 +  ' '  ' :2Р-

Далее заметим, что из условия нормировки |М |^ 0 ,5  (см. (3)) следует, что 
в разложении (4) всегда 0 | =  1. Поэтому |а| ^ 2 р -2_|  =  2 р_1, и для относитель
ной погрешности округления получим оценку

При более точных способах округления можно уменьшить по
грешность по крайней мере в два раза и добиться, чтобы выполня
лась оценка

а — а

м
(5)

18



Итак, относительная точность в ЭВМ с плавающей запятой оп
ределяется числом разрядов t, отводимых для записи мантиссы. 
Можно считать, что точное число а и отвечающее ему округленное 
число а связаны равенством

а=а( 1 +  е), (6)
где |e|sg;2- '. Число 2~‘ называют иногда машинным эпсилоном. 
Оно характеризует относительную точность представления чисел 
в ЭВМ. Для ЭВМ БЭСМ-6 имеем t= 40, 2~ '»10-12, т. е. относитель
ная точность представления чисел составляет 12 десятичных 
знаков.

Соотношение (6) справедливо лишь в случае |а | 7^М0, где М0 — 
машинный нуль. Если же число а мало, а именно |а |< Л 10, то по
лагается а=0, что соответствует е = —1 в формуле (6).

3. Накопление погрешностей округления. В процессе проведе
ния вычислений погрешности округления могут накапливаться, 
так как выполнение каждой из четырех арифметических операций 
вносит некоторую погрешность.

Будем в дальнейшем обозначать округленное в системе с пла
вающей запятой число, соответствующее точному числу х , через 
f 1 (дг) (от английского floating — плавающий). Считается, что вы
полнение каждой арифметической операции вносит относительную 
погрешность не большую, чем 2~‘. Это предположение можно за
писать в виде

fl(a* b )= a* 6 (l+ e), (7)
где звездочка означает любую из операций + , —, X, :, и | е | ^ 2 _!. 
Если результат выполнения арифметической операции является 
машинным нулем, то в формуле (7) надо положить е = —1.

Может показаться, что предположение (7) не обосновано, так как соглас
но (6) каждое из чисел а и b записывается с относительной погрешностью 2~‘, 
следовательно, погрешность результата может достигнуть 2 - '+ ‘. Однако ЭВМ 
обладает возможностью проводить промежуточные вычисления с двойной точ
ностью, т. е. с мантиссой, содержащей 21 разрядов, причем округлению до t 
разрядов подвергается лишь окончательный результат. Это обстоятельство по
зволяет добиться выполнения соотношения (7).

Для оценки влияния погрешностей округления на результат 
того или иного вычислительного алгоритма очень часто использу
ется предположение о том, что результат вычислений, искаженный 
погрешностями округления, совпадает с результатом точного вы
полнения этого же алгоритма, но с иными входными данными.

Рассмотрим, например, процесс вычисления суммы
2 = У ,  +  уг +  Уг (8 )

трех положительных чисел. Пусть сначала находится сумма у, +у2 
Тогда согласно (7) получим

Zi = fl (У1+У2) =  (t/i + 7/2) (1 + £() 1 | Щ |
Затем в результате сложения и у3 получим число 

z= tt(z i + y3) = (z1 + y3) (1 +  е2),
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где |е2| ^ 2 ”'. Таким образом, вместо точного значении суммы z 
получаем приближенное значение

2= (yi + Уг) (1+еО (1 + е2) +Уз(1 + ег)-
Отсюда видно, что результат выполнения алгоритма (8), иска

женный погрешностями округления, совпадает с результатом точ
ного выполнения того же алгоритма (8), примененного к другим 
.исходным данным

i/i= ( 1 4"е1) ( 1 + е2) r/i, 1=1,2, Уз— ( 1 -Ьег)Уз.

На этом же примере видно, что результирующая погрешность 
■зависит от порядка выполнения операций, так что вычисление сум
мы (8) в обратном порядке {у3+Уз)+Уi может привести к другому 
.результату.

Приведенный пример имеет чисто иллюстративное значение, 
так как число слагаемых в сумме (8) невелико, а погрешности е< 
малы. Практический интерес представляют оценки результирую
щей погрешности в зависимости от числа выполненных арифмети
ческих действий п. Однако прежде чем перейти к получению таких 

•оценок, необходимо познакомиться с методами решения разност
ных уравнений.

4. Разностные уравнения первого порядка. Предположим, что 
дадо вычислить сумму

z» = S f"- (9)
/=1

Тогда вычисления организуются обычно следующим образом. За
дается начальное значение 2„ =  0 и затем последовательно, начиная 
с /=1, находятся числа zh связанные рекуррентным соотношением

Zi =  2j_,+  £/,-, /=  1, 2, Z0 =  0. (10)
Для вычисления произведения

( и )
/=1

.достаточно задать начальное значение ,г0=1 и воспользоваться ре- 
журрентными соотношениями

Zi = yjZ.;-i, /= 1 , 2 г0 =  1. (12)
Уравнения (10) и (11) являются частными случаями линейного 

разностного уравнения первого порядка
Zj ejjZj-iT~<p,, / 1, 2, . . . ,  п, (13)

тде qu ср,-— заданные числа, г,— искомые числа. Для уравнения 
(13) рассматривается задача с начальными условиями или задача 
Коши, которая состоит в отыскании всех zh /=  1, 2, . . . , «,  при за
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данном начальном значении z0. Ясно, что решение задачи Коши 
для разностного уравнения (13) существует и единственно.

Коэффициенты qh правые части <р,- и искомое решение zs урав
нения (13) можно рассматривать как функции целочисленного ар
гумента / ' , т. е. q, =  q{j), Ф; = ф ( / ) ,  2 , =  2 ( / ) .

Нам потребуется прежде всего записать решение уравнения 
(13) в явном виде. Подставляя в (13) вместо zs-i выражение

Zj_ 1=qs-  i2j_2+(pj-i,
получим

z i=  4iQj - i z i-2 +  +  i-

Теперь можно подставить сюда выражение для zH2, затем —для 
з и т. д. В результате получим формулу, в которой z, выражается 

через Zj-h <pj_1+1, <pj-i+2, . . . ,  cpj. Эта формула имеет вид
I

г,- =  QjtZj-t - f  ^  Q/.М Ф *. 1 =  1 , 2 ,  . . . ,  /  —  1, / ,
*=/-/+1

где
1, 1 =  0,
QiQi-1 • • • Qi-i н > <

(14)

(15)

Строго доказать формулу (14) можно индукцией по числу / при 
каждом фиксированном I. Нам потребуется формула (14) при 
l=j, т. е.

где согласно

2/ — Qifiо "К 2  Qi.f-k^k,
*=i

(15)

Ql.i-k = 1, А =  /,
QiQi-i ■ • ■ 9ь+1,

/ =  1,2, . . .,п, (16)

(17)

В частности, если (13) является уравнением с постоянными ко
эффициентами, т. е. qj=q для всех /, то из (16) получим

2/ =  Q'z0 +  2  / =  1,2, . . ., п. (18)
1

Явную формулу (16) можно использовать для получения раз
личных оценок решения z} через начальные данные z„, заданные 
коэффициенты qs и правые части ср,.

Л е м м а  1. Если для некоторого q ^O  выполнены неравенства
/ = 1 , 2, . . . , « ,  (19)

то для решения уравнения (13) справедливы оценки

| z / K ‘7/ l*ol +  2  9М |Ф*1. / =  1, 2, . . . , п.  (20)
k = \
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (17) и (19) получаем, что 
\Q ij-h\< q,~h, £=0,1

Отсюда п из (16) следуют оценки (20).
З а м е ч а н и е .  Оценки (20) неулучшаемы в том смысле, что для уравнения 

(13) с постоянными коэффициентами и положительными го, <f>/„ k = \ ,  2, J, 
неравенства (20) выполняются согласно (18) со знаком равенства.

5. Оценки погрешностей округления. Приведем примеры оценок 
погрешностей округления, возникающих в результате выполнения 
вычислительных алгоритмов. Нас будет интересовать в основном 
зависимость результирующей погрешности от числа арифметиче
ских действий п и от величины е=2"', определяемой разрядностью 
ЭВМ.

П р и м е р  1. Вычисление произведения
П

2п =  П  У!
1=1

п вещественных чисел проводится по формуле
Ъ=У&-и /=  1,2,. . . ,  л, z„=l. (21)

Предположим, что в результате округления вместо точного зна
чения получено приближенное значение Zj_,. Тогда согласно 
(7) вместо yjZj-i получим величину

^  i )  У (  1 Т" 6 j )  ,

где |е ,- |^ е= 2 ~ ‘. Таким образом, вместо г, получаем
Zj= (1 -Т е;-)«/А --|,

т. е. приближенное значение zj удовлетворяет рекуррентному соот
ношению

21 = у&-1, /= 1 , 2, г0=1, (22)
где У] = Уз{ 1+е3). Результирующая погрешность равна

П П
2п —~п =  П У! — Я  0  + е/) у и 

/=1 /=1
поэтому относительная погрешность есть

A Z I n = , _ - f [ ( i  +  e.).
2;i 1=1

Для оценки относительной погрешности заметим, что 
I 1+ ei| ^  1 + Щ /=1,2 , е=2- ',

поэтому с точностью до величин второго порядка малости относи
тельно е можно считать, что

-::ф пг =  п2~‘. (23)
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При выводе оценки (23) предполагалось, что е=2- ', т. е. при 
перемножении не возникает чисел, меньших машинного нуля или 
больших машинной бесконечности. Однако может оказаться, что 
на каком-то этапе вычислений в качестве промежуточного резуль
тата будет получен либо машинный нуль М0, либо машинная бес
конечность М„. Поскольку оба указанных случая приводят к не
верному окончательному результату, необходимо видоизменить вы
числительный алгоритм. Оказывается, что здесь существенным яв
ляется порядок действий.

Пусть, например, Л10= 2~р и М„=2Р при некотором р > 0. Пред
положим, что надо перемножить пять чисел (/,=2р/2, у1=2рП, 
у3= 23р/\  yi=2~p/1, у5=2~3р/,\  Каждое из этих чисел и их произве
дение 2р/4 принадлежат допустимому диапазону чисел (М0,М Х). 
Однако произведение у1у2Уз=231,/2>.М„, поэтому при указанном по
рядке действий дальнейшее выполнение алгоритма становится не
возможным. Если проводить вычисление в порядке уъу̂ УзУзУи то 
получим у5У4= 2 ~5р/4<М 0, следовательно, fl(t/5y4)=0 и все произ
ведение окажется равным нулю, т. е. получим неверный результат. 
В данном примере к верному результату приводит вычисление 
произведения в порядке

УьУгУ̂ кУг.
В случае произвольного числа п сомножителей можно предложить следую

щий алгоритм вычисления произведения (см. [6 ]). Предположим, что

Ы < Ы <  ... <|«/п|,
причем |i/[ | ^ 1 ,  | j / n |^ l .  Будем сначала проводить умножение в порядке 
УШпУп-\. . .  до тех пор, пока впервые не получим число, большее единицы. За
тем полученное частичное произведение будем последовательно умножать на 
Уъ Уз и т. д. до тех пор, пока новое частичное произведение не станет меньше 
единицы. Процесс повторяется до тех пор, пока все оставшиеся сомножители 
будут либо только большими единицы по модулю, либо только меньшими. Далее 
умножение проводится в произвольном порядке.

П р и м е р  2. Рассмотрим процесс вычисления суммы
гп= у1+У2 + . ■ ■ + Уп. (24)

Для простоты изложения предположим, что все yi положительны 
и больше машинного нуля. Тогда в процессе вычислений не может 
появиться нулевого результата. Алгоритм вычисления суммы (24) 
состоит в решении разностного уравнения (10) при начальном зна
чении z0= 0.

Получим уравнение, которому удовлетворяет приближенное 
оешение z}. Предположим, что вместо точного значения z,-_, в ре
зультате накопления погрешностей округления получено прибли
женное значение z,_,. Тогда согласно (7) вместо z} получим число

Z =fl (Zj-i + tjj) = (1 +6j) {Zj-i + y,) ,
где | е,| г^2-‘.

Таким образом, приближенное значение 2,- удовлетворяет раз
ностному уравнению

Zj^qjZj-i + yu /=  1, 2........«, z0 =  0, (25)
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где Qj— 1 —| e j, ]ji= (1 + £j) у у Можно считать, что уравнение (25) по
лучено из исходного уравнения (10) путем внесения возмущений 
в коэффициенты и в правые части, причем для каждого j возму
щение пропорционально г, и не превосходит 2~‘.

Оценим теперь результирующую погрешность zn—zn. Для этого 
выпишем в явном виде решения уравнений (10) и (25), предпола
гая, что г0=20=0. Согласно (16), (18) имеем

П Л

: : 2  Ук1 2  0.п.,п—кУк,
k=i k=i

где yk=qhyk. Поэтому для погрешности получим следующее выра
жение:

п

гп— =  (26)
к=1

где

Епк — qkQn,n-k 1 — Чп — U k =  n,
УпЧп-1 ■ ■ ■ Як rtfk 1, Л =1, 2, .. . ,п  — 1.

(27)

Коэффициент Enh в формуле (26) указывает, какую долю по
грешности вносит k-e слагаемое суммы (24) в общую погрешность. 
Покажем, что чем меньше номер £, тем большая погрешность вно
сится за счет ук. Для этого оценим приближенно величины Епк. 
Так как q ^ l  + Ej и |е; | < е=2~‘, то \qn\ =^1+е, \qnq„-i. . . qk+iqk\ <  
^  (1 + е)п_м‘1. Отбрасывая величины второго порядка малости от
носительно е, можно считать, что

| qnqn-t ■ . ■ qk\ =^1+ (n -k+  1)е,
и тогда

\Enh\ ^ ( n - k + l ) e ,  k= \, 2,. .. , п. (28)

Из формулы (26) легко получить оценку относительной погреш
ности \zn—zn\!\zn\. Заметим сначала, что для положительных 
У и.-.,Уп  последовательность zh определенная согласно (10), не
отрицательная и монотонно возрастающая, т. е.

£ = 1,2

Поэтому для yk=zk—zk-i справедливо неравенство
|2*| +  |гА_,| < 2 |z „ |,  £=1, 2, . . . ,  п.

Отсюда и из (26) получим оценку

| гл -'<! | ^  2 \ zn | ^  | Е ^
k = i

Учитывая приближенное неравенство (28), приходим к следующей 
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оценке относительной погрешности:

sgC гп (п +1), е =  2 \

Следовательно, относительная погрешность, возникающая при 
суммировании п положительных чисел, оценивается примерно как 
п22 ', где I — число разрядов, отводимое для записи мантиссы. На
пример, при 2- ‘ = 10-12, л=103 получаем, что результирующая от
носительная погрешность не превзойдет 10_б.

§ 3. Разностные уравнения второго порядка
1. Задача Коши и краевые задачи для разностных уравнений.

В п. 4 § 2 рассматривалась задача Коши для разностного уравне
ния первого порядка. Обратимся теперь к линейным разностным 
уравнениям второго порядка

ял/j-i—C4/i+Mi+i = —/ь (О

где a,, b., си fj — заданные коэффициенты и правая часть и у; — ис
комое решение. Индекс / в уравнении (1) пробегает некоторое до
пустимое множество /  целых чисел. Например,

/ = { 0 , 1 , 2 , . . . } ,  / =  {1, 2,. . . , А/—  1}, / = { 0 ,  ±1,  ±2,  . . .},

где Л’>  1 — заданное целое число. Всюду в дальнейшем будем 
предполагать, что Ь,Ф0, а$Ф0 для всех допустимых /.

Коэффициенты, правую часть и решение уравнения (1) следует 
рассматривать как функции целочисленного аргумента / е / ,  т. е. 
i/i=y(i), fi= f(j) и т. д.

Уравнение (1) имеет бесконечное множество решений. Каждое 
отдельное решение называется частным решением уравнения (1). 
Общим решением уравнения (1) называется такое двухпарамет
рическое семейство решений, которое содержит любое частное ре
шение. В пп. 3, 4 будет показано, каким образом строится общее 
решение уравнения (1).

Для того чтобы из совокупности всех решений уравнения (1) 
выделить единственное, необходимо задать те или иные дополни
тельные условия.

Задача Коши состоит в отыскании решения уи / =0 , 1 , 2 , . . . ,  
уравнения (1), удовлетворяющего при /=0, 1 заданным начальным 
условиям

Уо= Р-1> У 1= Ц2- (2)

Если ЬФ0 для всех допустимых /, то уравнение (1) можно раз
решить относительно z/j+1, т. е. записать в виде

Уi+i=  т~ У/-1 ~т~ Vi т~ • О)Ь, bf  ь,

Отсюда следует, что задача Коши имеет единственное решение.
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Более общая постановка задачи Коши состоит в отыскании при всех ; =  0, 
± 1 , ± 2 , . . .  решения уравнения (1),  удовлетворяющего условиям {/;в =Цч» 
i/j0+i =  |X2 с заданными /о, pi, щ . Если flj¥=0, О для всех /, то такая задача 
имеет единственное решение.

Краевая задача состоит в отыскании решения уравнения
а ^ _ , - с ^ + Ь ^ +1= - / я /=  1,2,. . . , ЛГ-1, (4)

удовлетворяющего дополнительным условиям
У о = И 1У 1 +  Р и  yx- =  *2.y.V-, +  P2, (5)

где Xi, р„ 1=1, 2 — заданные числа. В частности, при х1= х 2=0 по
лучаем краевые условия первого рода

Уо =  У 1 , У х  =  Цг, (6)

а при х1= х 2=1 — краевые условия второго рода. Достаточные ус
ловия существования единственного решения краевой задачи (4), 
(5), а также алгоритм построения этого решения будут указаны 
в п. 7 § 4.

2. Однородное разностное уравнение второго порядка с посто
янными коэффициентами. Рассмотрим разностное уравнение

аУ)-1-су^Ьуш =0, а¥= О, Ь¥= 0, (7)
с вещественными коэффициентами а, Ь, с, не зависящими от /. 

Будем искать частные решения уравнения (7) в виде
yi=y\ (8)

где q — число, подлежащее определению. Подставляя (8) в (7), 
получим квадратное уравнение

bq2—cq + a=Q, (9)

которое называется характеристическим уравнением, соответст
вующим разностному уравнению (7).

В зависимости от знака дискриминанта сг—4ab могут предста
виться три различных случая. Если c2>4ab, то корни

4 i  =
с +  Y  <? — 4 ab

2 Ь
с

Ц г = ~
V  сг — АаЬ 
~2Ъ

(10)

уравнения (9) вещественны и различны. В этом случае разностное 
уравнение (7) имеет частные решения

,,(1) _ J  „(2) _ 1 /.1
У! — Чи У i — Чг- ( ‘ I)

Если c2<4ab, то корни щ и q2 комплексно сопряжены. Функции
(11) и в  этом случае являются решениями разностного уравнения
(7), однако удобнее представить qt в тригонометрической форме: 
q{ = r (cos ф +  t sin ф), где

г
V  АаЬ — с 

2 |/~аЬ ’
cos ф = с

2  V a i>  '
(12)
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В качестве решений уравнения (7) можно взять функции 
У/1’ =  r> cos (/ер), y f  =  r> sin (/ф).

Наконец, если c2=4ab, то уравнение (9) имеет кратный корень 
q=c/(2b), а разностное уравнение имеет частные решения

уУ =  я', У?] =  ]<]'■ О 3)

Построим теперь решение задачи Коши
ау;--су;+Ьу^1=0, / = 1 ,  2, ... , (14)

У<i= P i ,  У i = p 2, (15)
исходя из найденных частных решений (11). В силу линейности и 
однородности уравнения (7) любая линейная комбинация

У/ — aiQi +  (16)
также является его решением. Подберем параметры а 4 и а 2 таким 
образом, чтобы удовлетворялись начальные условия (15):

а .  +  а  2=P i,  +  а 2<72= Ц 2. (17)
Решая систему (17), находим

„  __ Мт<7г — Иг „  __Иг — Pi7iULj--  ----------  , 1*2 ------------
<?2 — 7i ?2 — <71

(18)

Подставляя (18) в (16) и собирая коэффициенты при ц,, р2, по
лучим, что решение задачи Коши (14), (15) в случае сг>4аЬ 
имеет вид

<7i <72М г) . . 0
У / = ---------:— :-----------Pi  +  :— —  Рг.  /  —  0 . 1  >2,

<72 — <71 <72 — <7i
(19)

где у,,2 определены согласно (10).
В таком же виде представляется и решение задачи Коши (14), 

(15) в случае c2<i4ab. Заметим, что в этом случае
<7г?2 (д[  1 —  7'  *) 

72 —  71

г /  s i n ( ( / —  1) ф) 

s i n  ср

_  r/_! sin (/ф)
q 2 —  <h s i n  ф ’

где г и ф определены согласно (12). Поэтому решение задачи Коши 
можно записать в виде

у, =  -  ri .sirli.O' —Л  ф) Fi +  г/-1 sinj №). и (20)
sin ф sin ф

В случае c2=4ab, используя частные решения (13), можно пред
ставить решение задачи Коши (14), (15) в виде

У ;= -(/-1 )Ф р 1+ /У “1Р2, (21)
где q=c/{2b).
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Аналогичным образом строится решение краевой задачи 
Щ-1—суз+Ьуш  = 0, /=  1, 2, N— 1,

У О М-1» У N  2 •
Если с2=£АаЬ, то

yi = -------- 7,-----7,--------^  +
л-

я * - д [
Рг>

(22)

(23)

(24)

где quz определены согласно (10).
Если же c2—4ab, то

У/ =  f 1 — ~ ) ?Vi +  ~  Г (АЧ'%, (25)

где q=cj(2b).
3. Однородное разностное уравнение второго порядка с пере

менными коэффициентами. Для уравнения с переменными коэф
фициентами (1) существует теория, аналогичная теории линейных 
дифференциальных уравнений, а именно: общее решение одно
родного уравнения

a^j-x—С;1/Д53'1/,-+1 =  0 (26)

представляется в виде линейной комбинации двух его линейно не
зависимых решений, а общее решение неоднородного уравнения 
(1) — в виде суммы частного решения неоднородного уравнения и 
общего решения однородного уравнения.

Изучим более подробно свойства разностного уравнения (26). 
Будем считать сейчас, что У = {0, ±1, ±2, т. е. уравнение
(26) определено для всех целых /. Заметим прежде всего, что если 
щ и и, — два решения уравнения (26), то и любая линейная ком
бинация «1 tij+a^Vj также является решением. Этот факт следует 
из линейности и однородности уравнения (26).

Для дальнейшего потребуются понятия линейной зависимости 
и линейной независимости функций, заданных на множестве 1. 
Две функции и, и щ целочисленного аргумента / е /  называются 
линейно зависимыми, если существуют постоянные а и к2, одно
временно не равные нулю и такие, что выполнено равенство

ai«j+a2nj =  0 для всех / е / .  (27)

Если же из условия (27) следует, что а1 = аг = 0, то функции и., v} 
называются линейно независимыми.

Линейная зависимость решений и}, v} характеризуется значе
ниями определителей

Щ [ и ,«] = u/n vi+1
(28)

являющимися аналогами определителя Вронского.
Л е м м а  1. Если функции щ, Vj линейно зависимы, то ш; = 0 

для всех j<=J.
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Действительно, согласно (27) для всех / е /  выполняются ра
венства

uja l+vja2 = 0,

Wj+iCCi~bO) + iC£2 — О,
(29)

где al -f- а\фО. Рассматривая (29) при каждом фиксированном' 
j как однородную систему линейных алгебраических уравнений 
относительно а ь а 2 и учитывая, что al а\ ФО, получим, что опре
делитель Wj этой системы равен нулю.

Для решений однородного уравнения (26) справедливо утверж
дение, обратное лемме 1.

Л е м м а  2. Если uh v, — линейно независимые решения одно
родного уравнения (26) и а}ф 0, Ь,ф0 для всех /, то определитель 
w}\_u, и] не обращается в нуль ни в одной точке j<=J.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем от противного. Предположим, 
что найдется точка /0е / ,  для которой wh\_a, и]=0. Рассмотрим си
стему уравнений

« / . “ 1 +  » / . “  2 =  О,

«/о+1 a i  +  v io+1a 2 =  0

(30)

относительно неизвестных а (, а 2. Поскольку определитель этой 
системы равен нулю, существует нетривиальное решение {а!, а 2}. 
Образуем с помощью этого решения {at, ос2} функцию

Zj = a lu}+a2Vj (31)
и покажем, что zs = 0 для всех /.

Поскольку Uj и Vj— решения однородного уравнения (26), 
функция (31) также является его решением, т. е. удовлетворяет 
уравнению

ajZj-1—CjZj+ bjZj+l = 0. (32 )
Кроме того, согласно (30) выполнены условия zk = zh+l = 0.

По предположению коэффициенты а,, Ь, отличны от нуля для 
всех /. Следовательно, для уравнения (32) можно рассмотреть за
дачи Коши

с/г/+1 =  - г/ - ~  г/-1> / =  /о +  1, /о +  2, .. .,

2/о =  г/о+1 =  0» (33)

2/-i =  —  г/ —
Ь, . . .

2/+1> 1 =  /о> /о 1 > /о 2, . . .,
ai ai

Z/ . = 2/.H =  0. (34)

Из рекуррентных соотношений (33), (34) получаем, что 2  ̂=  0 
для всех / = 0, ±1, ±2, .. .  Последнее означает, что а щ ф а 2ц,= 0 
для всех /, причем al ф а22Ф0. Следовательно, функции щ, v, ли
нейно зависимы, что противоречит предположению леммы 2.
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С л е д с т в и е  1. Определитель (28), составленный для двух 
решений уравнения (26), или тождественно по j равен нулю, или 
отличен от нуля для всех /.

Любая система из двух линейно независимых решений уравне
ния (26) называется фундаментальной системой.

Т е о р е м а  1. Уравнение (26) с а ф 0, Ь ф 0, / е / ,  всегда имеет 
фундаментальную систему.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фундаментальную систему образуют, 
например, решения щ и о,- следующих задач Коши:

— C jU jJ r b i U j+i =  О,
/ = 0, ±  1, ±2, ..., и0 = О, и,= 1;

flj-Wj-!—CjVj+bjVj+i = О,
/ =  0, ±1, ±2, . . . .  Vq — 1, vt = 0.

Действительно,
w n

и а

v 0

Hi Ф  О,

и согласно следствию 1 ws[u, v]фО для всех /. Но тогда согласно 
лемме 1 функции uh v, линейно независимы.

Т е о р е м а  2. Если uh v, — фундаментальная система решений 
уравнения (26), то его общее решение имеет вид

yj = a lUj+a2vj, (35)
где а, и а-, — произвольные постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у, — любое решение уравнения 
(26) и Uj, Vj — два заданных линейно независимых решения. Надо 
показать, что найдутся постоянные a t и а2, для которых справед
ливо (35). Пусть у0 и у 1 — значения решения у, в точках / =  0 и j — 
= 1 соответственно. Выберем постоянные a t и а2 из условий

щ аф и0а2 = уа, ula l+vla2 = y i- (36)
Определитель этой системы w0[u, и]Ф0, так как и и v — линей

но независимые решения. Следовательно, при заданных у0, г/, си
стема (36) имеет единственное решение {аи а2}- В силу единствен
ности решения задачи Коши функция (35), построенная с по
мощью найденных постоянных а, и аг, совпадает с заданным ре
шением ys.

Сл е д с т в и е .  Любые три решения однородного уравнения 
(26) линейно зависимы.

Пусть uh vu у, — любые решения уравнения (26). Если и, и v, 
линейно зависимы, то утверждение доказано. Если же и, и v, ли
нейно независимы, то они образуют фундаментальную систему и 
согласно теореме 2 решение г/, представляется в виде линейной 
комбинации Uj и vs.

В качестве упражнения предлагается проверить, что частные 
решения (11) уравнения (7) с постоянными коэффициентами бу
дут линейно независимы при цфЩг и линейно зависимы — при 
qi = q2. В последнем случае линейно независимыми будут решения
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(13). Заметим, что вследствие предположения аф 0 характеристи
ческое уравнение (9) не имеет нулевых корней.

4. Неоднородное разностное уравнение второго порядка. Об
ратимся снова к неоднородному уравнению

Уравнение
ед-1 — Cjl/j+b jl/j+ ! =  — (37)

a}yl- l—cjyj+biyj+! = 0 (38)
называется однородным уравнением, соответствующим уравне-
нию (37).

Т е о р е м а  3. Общее решение неоднородного уравнения (37) 
есть сумма какого-либо его частного решения и общего решения 
соответствующего однородного уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Yj — какое-либо частное решение 
неоднородного уравнения (37) и щ, vs — линейно независимые ре
шения соответствующего однородного уравнения (38). Тогда об
щее решение однородного уравнения (38) имеет вид где
ai и а 2 — произвольные постоянные. Непосредственной подста
новкой проверяется, что функция

У;= Y (39)
является решением неоднородного уравнения (37). Остается дока
зать, что функция (39) является общим решением, т. е. что при 
соответствующем выборе параметров а 2 любое решение урав
нения (37) можно записать в виде (39). Пусть zs — любое реше
ние уравнения (37). Оно однозначно определяется заданием на
чальных условий г0 и Zj. Поэтому для совпадения у}, определен
ного согласно (39), с заданным решением достаточно потребо
вать г/о = 2о, yi =  Zi, т. е.

&iUq~Y(X2.Vo ~  Yо,
a lui+a2Vi = z i—Yi.

Рассматривая эти условия как систему уравнений относитель
но « 1, а 2, получаем, что она имеет единственное решение, посколь
ку определитель

«О ^0 

a i  Ч
=  w0[u,v]

отличен от нуля в силу линейной независимости решений Vj. 
Теорема 3 доказана.

Частное решение неоднородного уравнения (37) можно постро
ить, если известны линейно независимые решения щ, Vj соответст
вующего однородного уравнения (38). Для такого построения при
меняется метод вариации постоянных.

Напомним метод вариации постоянных на примере дифференциального урав
нения

</"М  = - / ( * ) ■  (40)

Пусть и(х),  ц (х )— линейно независимые решения соответствующего одно
родного уравнения, т. е.

ц " ( * ) = 0 ,  и " (х ) = 0 .  (41)
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Будем искать решение неоднородного уравнения (40) в виде

t/(jc )= a (x )« (jc ) +  P(jc)u(jc), (42)

где а (* ) , Р (.г )— функции, подлежащие определению. Для нахождения функций 
<х.(х), p(x) необходимо получить два уравнения. Первое из них получается из 
требования, чтобы производная у'(х)  имела вид

y ' (x)=<x(x)u' (x)+$(x)v ' (x) ,  (43)

которое, очевидно, эквивалентно требованию
a ' ( x )u ( x ) + f i ' ( x )v (x ) = 0 .  (44)

Второе уравнение, связывающее а(х)  и РД) ,  получается в результате под
становки (42) в исходное уравнение (40). Учитывая (43), (41),  получим

у" {х) =  аи" (х) +  fir" (х) +  а 1 (х) и ' (х )+  Р' (х) и' (х) =  а ’ (х) и' (х) +  Р' (x)v'(x).

Следовательно, уравнение (40) будет выполнено, если 
а ' (х )и ' ( х )+  р ' ( .ф ' ( х )  = - / ( * ) .

Из системы уравнений (44), (45) найдем
f ( x) v( x)  о / 1л  — f (х) и Д)

а'  (х)
и (лг) v' (х) — и' (х) v (х) ’ Р' М  = и {х) и' (х) —■ и' (х) V (х)

(45)

(46)

Знаменатель в полученных выражениях отличен от нуля, так как он является 
определителем Вронского для линейно независимых решений однородного урав
нения. Из выражений (46) коэффициенты а (х ) ,  р(х) находятся в квадратурах.

Обращаясь к разностному уравнению (37), будем искать его 
решение в виде

у ^ а }щ+$ы, (47)

где щ, Vj — линейно независимые решения соответствующего од
нородного уравнения (38) и ajr р,— искомые функции. Потребуем 
по аналогии с (43), чтобы разность у,+1—у, представлялась в виде

У ш  Уз VCj (щ+l Hj) (^;+1 V j)  • (48)

Такое требование эквивалентно выполнению условия
(aj+l—aj)Uj+i+ (pj+i—Pj)Wj+i =  0. (49)

Далее, из (48) получим
Уз— У  i- i =  Щ - 1 (« г -  Щ - i) + P i-1 ( V j V j- ,)

или
Уз— y1- l=aJ(uj~ ,«,■_,) + РДщ—■щ_,)—<<Pi, (50)

где <р,= (a —а,-,) (щ— u,_,) +  (р —p,_t) (и,—и,_,).
Для дальнейшего удобно представить уравнение (37) в виде

(щ—Cj+b^yj+bjiy^—у;)— а3{у— r/j-,) = —f}. (51)

Подставляя в (51) выражения (47), (48), (50) и собирая ко
эффициенты при cc_i, Pj, получим
Щ [(я/ — с/ +  bj) и/ -f bj (ui+1 — Uj) — а-, (и,- — uh l)] +

+  Р/ [(а/ — ci +  bj) Vj +  bj (vi+1 — Vj) — at (Vj — ум )] +Я/Ф/ =  — //.
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Выражения, стоящие в квадратных скобках, равны нулю, пото
му что и, и Vj являются решениями однородного уравнения (38). 
Следовательно, уравнение (37) будет выполнено, если потребо
вать a.ср; = —f}, т. е.

(а/ — ам ) (tij — uhl) +  (Р/ — р/_,) (vf — vhl) =  — — . (52)
а /

Поскольку индекс / произволен, уравнение (49) 
сать в виде

(a —aj-OUj+dij—р,-_,)^ = 0.
Решая систему уравнений (52), (53), получим

°/ h

Р/ Р/-1 —
viui - i ~ uivi-i ai

можно перепи-

(53)

(54)

Знаменатель полученных выражений совпадает с определите
лем oJj- J k, у] (см. (28)) и согласно лемме 2 не обращается в нуль 
ни в одной точке /. В результате суммирования каждого из урав
нений (54) получим

ai — ао +
I
2k=\ vkuk~i- ■ubvkuk-1

A
ak '

Pi =  Po +
l2 vkuk-i ukvk~i

I I
ч  ‘

Подставляя найденные выражения для ajy р;- в формулу (47), 
получаем общее решение неоднородного уравнения (37) в виде

У / =  « 0« /  +  Ро-’/  +  2  '
*=1

к
“*-i уй-1

(55)

где а 0, ро — произвольные постоянные и щ, щ — линейно независи
мые решения однородного уравнения (38).

Отметим, что сумма
Zj = aaUj+p0Vj

является общим решением однородного уравнения (38), а сумма

у / = 2 -
/2 = 1

“/ vi

“ Л - 1  и Л - 1

4 (56)
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— частным решением неоднородного уравнения (37), соответству
ющим значениям а 0 = Ро = 0. Следовательно, функция (55) являет
ся общим решением неоднородного уравнения (37).

В заключение параграфа отметим, что многие понятия и резуль
таты, относящиеся к разностным уравнениям второго порядка, 
можно обобщить и на разностные уравнения произвольного по
рядка (см., например, [35]).

§ 4. Разностная аппроксимация дифференциальных уравнений

I. Сетки и сеточные функции. Для численного решения диффе
ренциальных уравнений, обыкновенных и в частных производных, 
часто применяется метод сеток или разностный метод. В настоя
щем параграфе поясняются основные идеи разностного метода на 
самых простых примерах. Систематическое изложение теории раз
ностных методов содержится в ч. III (см. также [32]).

Сеткой на отрезке [а, Ь] называется любое конечное множест
во точек этого отрезка. Функция, определенная в точках сетки, на
зывается сеточной функцией. Будем обозначать через сетку, 
удовлетворяющую условиям

a = xa< x i< x 2< - - -< x N- i< x N = b, (1)
и через f i  —  значение сеточной функции f ( x )  в точке х,е(о№, т. е. 
f i  =  f ( X i ) .  Точки называются узлами сетки a N. Равномерной
сеткой на [а, Ь] называется множество точек

(йн= {Xi  = a+ih, i = 0, 1, . . . ,  N}, (2)
где h= (b—a) IN — шаг сетки.

Рассмотрим задачу о приближенном вычислении производных 
функции и ( х ) ,  определенной и непрерывной на отрезке [а, Ь ] .  Бу
дем считать, что и ( х )  обладает необходимой по ходу изложения 
гладкостью. Введем согласно (2) сетку «ц и обозначим

щ =  и (х1), и- . =  (щ — Ui-J/h, 
u x , i =  (ut+1 — U i)/h , и0 = ( u ifl — ui-1)l(2h).

x , i

Выписанные здесь разностные отношения называются, соответ
ственно, левой, правой и центральной разностными производными 
функции и(х) в точке х = х{. Если точка х{ фиксирована, а шаг h 
стремится к нулю (при этом i-»-oo), то каждое из упомянутых раз
ностных отношений стремится к значению производной функции 
и(х) в точке Xi .  Поэтому в качестве приближенного значения 
и'(х) можно взять любое из этих разностных отношений.

Нетрудно получить выражение для погрешности, возникающей 
при замене дифференциального выражения разностным. Рассмот
рим, например, левую разностную производную в точке х = х{ и 
запишем ее в виде

_  и(х) — и(х — h) 
x . i  h
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По формуле Тейлора получим
h2и (.v — h) = и  (х) — ha' (х) +  —  и" (£), £ ТЕ (х — h, х),

следовательно,

- у  (3)

Погрешность и -г—и'(х{), возникающая при замене дифферен
циального выражения и'(х) разностным выражением их ,, назы
вается погрешностью аппроксимации. Из разложения (3) видно, 
что погрешность аппроксимации является величиной 0(h) при 
h-*-0. В этом случае говорят, что имеет место аппроксимация пер
вого порядка.

Приведем разложения, аналогичные (3), для других разност
ных отношений:

их,1 =  и’ (хс) +  А  и" Й 1’), d-1’ <= (*i, */«). (4)

и * = и ’ (X,-) +  ~ и "  (£?’), £?’ е  (хс-и xUl). (5)X,1 О
Из разложения (5) видно, что центральная разностная произ

водная аппроксимирует и ' ( х )  со вторым порядком и, следователь
но, является более точным приближением к и ' ( х ) ,  чем левая или 
правая разностные производные. В дальнейшем наряду с (3) — 
(5) будем использовать менее детальную запись тех же разложе
ний, а именно

ux,c — ui +  °Ф)> и*л = ui +  0(h), и* , =  ы' +  О (/а2).

Вторую производную и" (х) можно приближенно заменить в 
точке второй разностной производной

-2и,
А2 (6)

Разложение по формуле Тейлора приводит к следующему вы
ражению для погрешности:

Ub:ii- U"(X‘> = ~ U IV (W. (7)

т. е. имеет место аппроксимация второго порядка.
Мы привели простейшие примеры аппроксимации дифференци

альных выражений разностными на равномерной сетке. В общем 
случае погрешность, возникающая в результате замены дифферен
циального выражения разностным, зависит как от распределения 
узлов сетки, так и от гладкости функции.

2. Разностная краевая задача. Первая краевая задача для 
уравнения

u"(x )= —f(x) (8)
состоит в отыскании функции и(х), дважды непрерывно диффе
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ренцируемой на интервале (а, Ь), непрерывной на отрезке [а, 6], 
удовлетворяющей уравнению (8) при ^ е (а ,  Ь) и дополнительным 
условиям

ы(а)=р,1, ы(Ь)=ц2, (9)
где pit, |i2 — заданные числа.

Нетрудно построить решение задачи (8), (9) в виде квадратур. Предста
вим и(х) в виде суммы двух функций:

и(х) =  н(х) +w(x) ,  
где

ь " ( х ) = 0 ,  х е ( а ,  Ь), о(а) =  р,, u ( i )  =  p2, (10)
w"(x)——/(х ) ,  х е ( й ,  Ъ), w ( a ) = w ( b ) = 0 .  (11)

Решением задачи (10) является линейная функция
Ь — х х — а

v(x) =  - ------ Щ +  -------- Ц2- (12)
Ь — а о — а

Далее, интегрируя уравнение (11), получим
t

w' (t) = w '  (a) — ^ /  (s) ds.
a

Интегрируя еще раз предыдущее соотношение и учитывая условие гс’(а )= 0 „  
получим

х / t

w (х) =  {х — a) w' (а) — \ \ \  f (s) ds | dt.

Из условия ш (Ь) =  0 получаем, что

w' (а) =  — 
Ь

и, следовательно,

W (х)

(х) =  (х — а) ш' (а) —  ̂ ^  /  (s) ds j

Ь , i

а \а '

(13)

Решение краевой задачи (8), (9) есть сумма функций (12) и (13).

Для численного решения задачи (8), (9) введем на отрезке 
[а, Ь] равномерную сетку с шагом h согласно (2) и заменим и" (х{) 
второй разностной производной и-х Тогда вместо дифференци
ального уравнения (8) получим разностное уравнение второго по
рядка

u(_i -  2и,-+ uUl =  д
Л2 (14)

Это уравнение можно записать для i=  1, 2, . . . ,  N—1, т. е. во всех 
внутренних точках сетки соЛ. В граничных точках в соответствии 
с (9) следует положить

36
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Таким образом, применение разностного метода позволяет за
менить исходную дифференциальную задачу (8), (9) системой из 
(N—1) линейных алгебраических уравнений (14), (15) относи
тельно неизвестных ut, и2, . ■ . , uN-i. Система уравнений (14), (15) 
называется разностной схемой или разностной краевой задачей, 
соответствующей исходной дифференциальной задаче (8) — (9). 
В дальнейшем, чтобы не было путаницы в обозначениях, будем 
через и(х) обозначать решение дифференциальной задачи и через 
yi = y(Xi) — решение разностной задачи.

Итак, мы получили разностную схему

В связи с этой разностной схемой возникают следующие про
блемы, которые типичны для разностных методов вообще. Во-пер
вых, необходимо убедиться, что система линейных алгебраических 
уравнений (16) имеет единственное решение, и указать алгоритм, 
позволяющий получить это решение. И, во-вторых, надо показать, 
что при стремлении шага сетки h к нулю решение разностной за
дачи будет сходиться к решению исходной дифференциальной 
задачи. Вопросы разрешимости и сходимости разностной задачи 
(16) будут исследованы в п. 6.

Построим по аналогии с (13) точное решение разностной зада
чи (16). Представим yt в виде суммы

Запишем (17) подробнее:
Vi-,—2Vi+vi+i = 0, i '= l, 2, . . . ,  N— 1,

^0= p.l, VN=\l2,
и заметим, что соответствующее характеристическое уравнение

q2—2q+l=0
имеет кратный корень q=\. Поэтому согласно (25) из § 3, реше
ние разностной краевой задачи (17) имеет вид

(16)

У 0— Ць у N —Р-2-

где
yi = viJrwi, i =

v xx.i =  ®’ i =  1 ,  2 ,  . . . ,  N —  1 ,  U o  =  P i ,  V s  =  y 2, ( 1 7 )

w xx, i  —  —  / / >  / = 1 . 2 ,  . . . .  T V  —  1 ,  W0 =  WN =  0 .  ( 1 8 )

(19)
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Найдем явное выражение для w{. Для этого перепишем урав
нение (18) в виде

“Ъ./« — “£./ =  — hfi, j — 1 ,2......... N — 1,
и просуммируем по / от 1 до k. Тогда получим

КУ' hfi

или
k

Wk^ — Wk — hw-д — h 2  M i,  k =  l,2 , — 1.
/=i

Суммируя последнее уравнение no k от 1 до t—1 и учитывая, что 
О>о = 0, получим

1 - 1  ft
га>; =  ihw-tl — 2  й 2  hh-

*=i /=i
Отсюда и из условия wN = 0 находим

Л ' - 1  ft

^ . 1 = 7 3 7  2 ^ 2

следовательно,
Л —1

&=l /=i

k
— 2  ft 2 ft//- 2  ^ 2  hh > 1-==2- 3- • • • - 2̂0)

ft=l /=1 ft=l ; =1

^ = 7 ^ 2  А 2  V /-*=i /=i
Формула (20) является разностным аналогом формулы (13).

3. Некоторые разностные тождества. Для сеточных функций 
выполняются разностные аналоги некоторых формул дифференци
ального и интегрального исчисления. Для простоты изложения 
будем рассматривать равномерную сетку (2). Разностными ана
логами формулы дифференцирования произведения (uv)' = u'v+ 
+uv' являются тождества

(yvk i = y ‘vx,i +  v^x.i>

(yv)x,i =  ycvx,c +  yx,iVC+1. (21)

Суммируя (21) по i от 1 до N—1, получим
N—l N- 1

yNVN — г/Л =  2 Ь у р х л  + 2 h y x-iVc+1
i= l  £=1

или
N- 1 N

2 hyiVX'i =  — 2 h y x,iVi + y va.v — y tVt.
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Учитывая, что
УгЩ =  Щ (у, — у о) +  г\уй =  hv1y - 1 +  Ojr/o,

получим
N - 1  N

2  hyiVX'i =  — 2  flV̂ x,C +  — Уои1■
4 = 1  4 = 1

Обозначая
JV-i

(w, 2) =  2  hWiZ:<

(22)
N

(w, z\ = 2  hw&’
4 = 1

перепишем последнее тождество в виде
{у, Vx ) =  — (V, у-] +  yNvN — y0vt . (23)

Тождество (23) является разностным аналогом формулы инте
грирования по частям

ь ь
 ̂у (х) v' (х) dx =  — \j v (х) у’ (.V) dx +  y (b) v(b) — y (a) v (а)

а а
и называется формулой суммирования по частям.

4. Разностная задача на собственные значения. Задача на соб
ственные значения

и" (х)+ки(х) =0, a<x<Zb, u(a)=u(b)=Q  (24)
имеет решение

~  (~Ь~а )  ’ U* M  =  sin
nk (х —а) k = l ,  2,

Рассмотрим на равномерной сетке (2) разностный аналог за
дачи (24),

У1-1-2 У, +  У^ +  хМу. =  0' /  =  i , 2, . . jV —  1, (25)
Л2

Уо =  г/* =  0, hN = b—a, y}=y(Xj)t x ^a + jh .
Система уравнений (25) представляет собой задачу на собствен
ные значения

A y = lmy
для симметричной матрицы

~~ 2 —1 0 0 ... 0 0 о-
—1 2 —I о ... 0 0 0

А = 0 — 1 2 —1 ... 0 0 0

0 0 0 0 ... —1 2 —1
_  0 0 0 0 ... 0 -1 2_
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порядка N—1. Поэтому существует ровно У—1 вещественных соб
ственных значений k= \,  2, . . . .  N— l, матрицы А. Построим 
в явном виде собственные значения и собственные функции зада
чи (25).

Перепишем разностное уравнение (25) в виде
Pi-i— (2—ц)г/;+г/3+1 = 0, \i = h2Xm , (26)

и рассмотрим отвечающее (26) характеристическое уравнение
р2- ( 2 - р )  <7+1=0.  (27)

Общее решение уравнения (26) имеет вид
У/ =  С1Й{ +  с2 Я'2, (28)

где с,_ — произвольные постоянные и qu q2 — корни уравнения 
(27). Из граничных условий ya = yN = 0 получаем

Ci +  с2 =  0, ctf* +  с2<7̂  =  0.

Эта однородная система уравнений имеет нетривиальное реше
ние при условии

Учитывая, что qiq2 = 1, приходим к условию
<7̂  =  1. (29)

Отсюда, представляя р, в тригонометрической форме

получим р=1 и
Pi = ре’\

к = \ ,  2, , N -  1. (30)

С другой стороны, из уравнения (27) имеем

"‘ = 1 — 7 +/(‘
следовательно, 

и из (30) получим
р =  2(1

cos <р= 1—0,5ц,

— cos ф) =  4 sin2 — =  4 sin2 —  .
2 2 N

Таким образом, собственные числа задачи (25) имеют вид

4 'г) =  — sin2 —  , k =  \ ,2 ,  . . N — 1, (31)h2 2N
где hN — b—а.

Собственные функции у, вычисляются согласно (28), где с2 = 
=  —Ci. Так как р!р2= 1, то

У! =  (Ч[ — Я[) =  С (q[ — crj) =  Ci (еЧ* — e~^)f
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(32)

где ф определено согласно (30). Полагая ct = —0,5/, получим

yW =  sin nkj k, j — 1,2, . . . .  N — 1.

Собственные функции (32) определены с точностью до произволь
ного постоянного (не за
висящего от /) множителя.

Интересно сопоставить 
решения дифференциаль
ной (24) и разностной 
(25) задач на собствен
ные значения. Значения 
собственных функций (32) 
разностной задачи совпа
дают в точках сетки со 
значениями собственных 
функций дифференциаль
ной задачи. Спектр диф
ференциальной задачи не 
ограничен, т. е. %к-уоо при в то время как спектр разностной
задачи ограничен сверху при каждом фиксированном шаге h числом 
4/ г 2. Для каждого фиксированного номера k ^ k a, где ka не зависит 
от h, собственные значения ?4Л) разностной задачи сходятся при 
h-+ 0 к соответствующему собственному значению Хк дифференци
альной задачи, т. е.

Рис. 3. Собственные значения дифференциаль
ной задачи (сплошная черта) и разностной 

схемы

l im  —  s in 2
й-»о №

n k h

2 (ft — а)
=  Яь

При этом собственные значения разностной задачи (25) всегда 
меньше соответствующих собственных значений дифференциаль
ной задачи (24). Погрешность l h—'k<k) минимальна для малых но
меров k и сильно возрастает с ростом k. На рис. 3 изображены гра
фики %к (сплошная черта) и №  в зависимости от номера k для 
значений а = 0, b= 1, N = 25 и N = 50.

5. Свойства собственных значений и собственных функций. 
Перечислим свойства собственных значений и собственных функ
ций разностной задачи (25). Прежде всего из (31) видно, что

0 <  <  . . .  <  4 г) <  A $i<  . . .  <  MU <  4 -  .h*
Последнее неравенство неулучшаемо, так как

A / V - i =  —  cos^ n h

2 ( 6 - а)

И COS2
n h  .------------ >■ 1

2 ( b  — а)
при /i->-0. Оценку снизу для наименьшего
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собственного значения Я, можно уточнить. Обозначая а =  
= nh/(2(b—а)), получим

л (М_л— • Aj

где
2

— наименьшее собственное значение дифферен
циальной задачи. Не ограничивая общности, можно предположить, 
что h ^ . (b —а)/3. Тогда а ^ я /б ,  и поскольку функция sinct/ct мо
нотонно убывает при а е [ 0 ,  я/6], получим

s in «  \ 2 ^  М  6 \ 2 ___9_
а  /  ^ \ 2  л  j  л2 '

;.[Л) 5>9/(Ь — а)2. (33)
Таким образом, наименьшее собственное значение задачи (25) 

отделено от нуля константой =  9/(b—а)2, не зависящей от h.
Покажем теперь, что собственные функции (32) задачи (25), 

отвечающие различным собственным значениям, ортогональны в 
смысле скалярного произведения

w-i
(и, v) =  ^  uivih- (34)

/=i
Запишем уравнение (25) для функций у т и у{1) в виде

„(*> I __пУхх.,+ХьУ1 =  U>
„(О _пУхх,,- +  у/ =(Л) „(О

(35)
(36)

Умножим уравнение (35) скалярно на у {1), уравнение (36) — 
на у (к) и вычтем из первого полученного равенства второе. Тогда 
будем иметь

(yfx, у{1)) -  (У?х, У{к)) =  Q-ih) -  W )  {У{к\  У{1))• (37)
Из разностного аналога формулы интегрирования по частям (23), 
учитывая условия yW =  yW =  0, получим

и точно так же
в & л = - < е » п

,(0 „(«1 ■ f t M l
Следовательно, левая часть равенства (37) обращается в нуль, 

и поскольку ЦМфХМ при кф1, получаем
(ут , у (1)) = 0, если кф1.

Множество функций
У =  (Уо, У и Уг , - . . ,  Ух-и Ух),  yj = y(Xj),

заданных на сетке (2) и удовлетворяющих нулевым граничным
42



условиям Уа = Уп — 0, образует (N—1)-мерное линейное пространст
во Н относительно покоординатного сложения и умножения на 
число. Собственные функции уш, k = \ ,  2, N—1, задачи (25)
ортогональны и, следовательно, линейно независимы в Н. Тем са
мым множество собственных функций задачи (25) образует орто
гональный базис в Н. Нетрудно показать, что

\ yM f  =  2 h ( y f ) *  =  0 ,b (b -a )
/=i

для всех k = \,  2, . . . ,  N— 1. Следовательно, множество собственных 
функций p(ft), k = 1, 2 , . . .  , с координатами

P f  =  У  ——  sin ~  , / '= 1 ,2 ,  . . . .  N — 1,1 1 b —a N

образует в Н ортонормированный базис. Любой элемент у ^ Н  
можно единственным образом представить в виде разложения

N - 1

у = 2  Ск̂ к)-
k = \

6. Разрешимость и сходимость разностной задачи. Обратимся 
к исследованию разностной задачи (16). Прежде всего теперь 
можно утверждать, что система линейных алгебраических уравне
ний (16) имеет единственное решение. Действительно, в предыду
щем пункте показано, что матрица системы (16) не имеет нуле
вых собственных значений. Поэтому отвечающая (16) однородная 
система уравнений

yi-i—2y{+ yi+1= 0, i = l ,  2, . . . ,  N— 1, Уо~У;я=0

имеет только тривиальное решение и, следовательно, неоднород
ная система (16) имеет единственное решение.

Исследуем сходимость при h-*0 решения разностной задачи
(16) к решению исходной дифференциальной задачи (8)— (9). 
Обозначим через

2j =  t/i—tl[x i) , Х;£=(Ол,
погрешность в точке хи т. е. разность между решениями задач 
(25) и (8)— (9). Подставляя в (16) вместо у{ сумму г{+и(х{), i= 
=  1, 2, . . . ,  N—1, получим, что погрешность удовлетворяет разно
стному уравнению

"г<~1~ «  +  г<+1 . . . .  Л - 1 ,  20 =  гл =0,(38)И?
г д е

ф; =  U~x i  +  /ь  (39)

Сеточная функция ф; называется погрешностью аппроксимации 
или невязкой разностной схемы (16) на решении задачи (8)— (9).
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Записывая в виде
'А  =  ( u x x , i  —  и '' ( * ‘)) +  ( и '' (х ‘ ) +  А )

и учитывая, что согласно (8) выполняется равенство u"(xi)+fi = О, 
получим

b  =  u7xtl — u"(xi).

Разложение по формуле Тейлора показывает, что если uIV(*) 
ограничена, то ф, =  0(/12) при 0. По этой причине говорят, что 
разностная схема (16) имеет второй порядок аппроксимации на 
решении исходной задачи (8) — (9). Наша ближайшая цель — по
казать, что схема (16) сходится, т. е. 0 при h-*-0 и, более того, 
имеет второй порядок точности, т. е. z,==0(/i2).

Воспользуемся возможностью получить решение задачи (38) 
в явном виде. Уравнение (38) отличается от изученного ранее 
уравнения (18) только обозначениями. Поэтому согласно (20) ре
шение задачи (38) представляется в виде

* =  2  h 2  h^ i ~ 2  h 2  h4t' i = 2 ’ 3........ (4°)
*=i /=i k = i  /=i

*i =  h (b — a)-12  h 2  Лф/.
*=i /=i

Из разложения по формуле Тейлора

+  ( j k ,v &)

и ограниченности hiv(*) следует, что существует постоянная Mt>  
> 0 , не зависящая от А и от / и такая, что

/= 1 , 2, . . . ,  У -1 .
Поэтому из формулы (40) следует оценка

|zi |< ( M 1A*) \  №(Л/ ~  1} N +  A2 (t~ ~-'-А 1 ,
L й — а 2 2 J

Т. е.

I* i:< (Mth2) [ j  (N -  1) N  +  t (t -  1)] ^  .

Выражение в квадратных скобках равно i(N+i—2) и оценива
ется сверху числом 2АД Таким образом,

| z,| (Mth2)N2h2 = Mt (b—a)2h2,

т. e. | 2(| = 0 (h z) при A->-0, i= l ,  2........У—1. В этом случае говорят,
что схема имеет второй порядок точности.

Отметим, что приведенный здесь способ исследования сходи
мости, основанный на явном представлении решения разностной 
задачи, непригоден для более сложных задач. Другие методы ис
следования сходимости разностных схем излагаются в части III.
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7. Метод прогонки. Система уравнений (16) представляет со
бой частный случай систем линейных алгебраических уравнений

Ay = f
с трехдиагональной матрицей А= [ай], т. е. с матрицей, все эле
менты которой, не лежащие на главной и двух побочных диагона
лях, равны нулю (а^= 0 при />Н -1 и / C t —1).

В общем случае системы линейных алгебраических уравнений 
с трехдиагональной матрицей имеют вид

с}у}+Ьдш  =  — /,, /=  1, 2, . . . .  Л —1, (41)
= Ук= (42)

Для численного решения систем с трехдиагональными матри
цами применяется метод прогонки, который представляет собой 
вариант метода последовательного исключения неизвестных. Осо
бенно широкое применение метод прогонки получил при решении 
систем разностных уравнений, возникающих при аппроксимации 
краевых задач для дифференциальных уравнений второго по
рядка.

Приведем вывод расчетных формул метода прогонки. Будем 
искать решение системы (41) в виде

t/j=aJ+iyJ+I+Pj+1, / — 0, 1, . . . ,  N 1, (43)

где a i+i, Ря-1 — неизвестные пока коэффициенты. Отсюда найдем
Уt-i = > /* / /1 +  Р/ =  Щ ( a /+i*//+i +  Р/+0 +  Р/ =

=  a / a /+i*//+i +  (а/Р/+1 +  Р/), /  =  1, 2, . . . ,  N —  1.
Подставляя полученные выражения для yh yj^i в уравнение 

(41), приходим при /=  1, 2 , . . . ,  N—1 к уравнению
[ C L j+ i О )  ^ j ] Уj+ I~П [ P j+ i  ( £ijCXj Cj)  ̂ ' / j ] 0 .

Последнее уравнение будет выполнено, если коэффициенты 
aj+i, pm  выбрать такими, чтобы выражения в квадратных скоб
ках обращались в нуль. А именно, достаточно положить

й/*/-1-1 ■ Р/э aj$i+ fj /= 1 ,2 , , N — 1. (44)

Соотношения (44) представляют собой нелинейные разностные 
уравнения первого порядка. Для их решения необходимо задать 
начальные значения a lt р,. Эти начальные значения находим из 
требования эквивалентности условия (43) при / =  0, т. е. условия 
ya= a ly l + $i, первому из уравнений (42). Таким образом, получаем

CCl =  « i. Pl =  H-f (45)
Нахождение коэффициентов aj+u pj+1 по формулам (44), (45) 

называется прямой прогонкой. После того как прогоночные коэф
фициенты а,-+1, Pi+i, / = 0, 1, . . . ,  N—1, найдены, решение системы 
(41), (42) находится по рекуррентной формуле (43), начиная с
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}=N—1. Для начала счета по этой формуле требуется знать yN, 
которое определяется из уравнений

Уя — X2y.v_i +  p2, Ук-i —
и равно (х2рjv+р,2)/(1—х2«№). Нахождение у, по формулам 

У/ =  сty+i^+i +  Р/+1, j =  N ~ l ,  N — 2, . . О,
ИгРл/ "Ь Р2

=  —:---------1 — Щ<У-м (46)

называется обратной прогонкой. Алгоритм решения системы (41), 
(42), определяемый по формулам (44) — (46), называется методом 
прогонки. Применяются и другие варианты метода прогонки (см. 
[32]).

Метод прогонки можно применять, если знаменатели выраже
ний (44), (46) не обращаются в нуль. Покажем, что для возмож
ности применения метода прогонки достаточно потребовать, что
бы коэффициенты системы (41), (42) удовлетворяли условиям

а,фО, Ь3ф  0, |Cj| 5г |aj| +  |bj|, /=  1, 2, . . . .  N—1, (47)
M s S l ,  М < 1 .  (48)

Заметим, что числа а}, Ьи си хь х2 могут быть комплексными.
Сначала докажем по индукции, что при условиях (4 7 ), (48) 

модули прогоночных коэффициентов <Zj, j=  1, . . . ,  N—1, не превос
ходят единицы. Согласно (4 5 ), (48) имеем | oti | =  | ^  1. Предпо
ложим, что |а , |^ 1  для некоторого j и докажем, что |a j+1| ^ l .  Из 
оценок

|С—а д |  >  | |сл-1 — | ctj| | а,| | >  | |Cj| — Jал-| | 
и условий (47) получаем

| c— afii | >  | bj | > 0 ,

т. e. знаменатели выражений (44) не обращаются в нуль. Более 
того,

Следовательно, |сс5|^ 1 ,  /=  1, 2, . . . ,  N. Далее, учитывая второе 
из условий (48) и только что доказанное неравенство |а Л-]<;1, 
имеем

]1—x2a jv |^ l  — |х 2| | оьлг| ^ 1  — |х 2| >0,
т. е. не обращается в нуль и знаменатель в выражении для уЛ- 

К аналогичному выводу можно прийти и в том случае, когда 
условия (47), (48) заменяются условиями

Щ-ф0, Ь,ф0,  | C j | > | f l i |  +  |6 j|, у =  1, 2, N— 1, (49)
Ы < 1 >  |х * |< 1 . (50)

В этом случае из предположения \а3 \ ^ 1  следует
I с —ajfl, | ^  11 с, | — | а, 11 > | bj | , | а,+1 1 <  1,
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т. е. все прогоночные коэффициенты, начиная со второго, по моду
лю строго меньше единицы. При этом |1—y.2aN | ^  1 — |x 2| | a w| ^

1 — |a w| >0.
Таким образом при выполнении условий (47), (48) (так же как 

и условий (49), (50)) система (41)—(42) эквивалентна системе 
(44) — (46). Поэтому условия (47), (48) (или условия (49), (50)) 
гарантируют существование и единственность решения системы 
(41), (42) и возможность нахождения этого решения методом про
гонки. Кроме того, доказанные неравенства | щ | ^  1, j = 1, 2, . . . ,  N, 
обеспечивают устойчивость счета по рекуррентным формулам (46). 
Последнее означает, что погрешность, внесенная на каком-либо 
шаге вычислений, не будет возрастать при переходе к следующим 
шагам. Действительно, пусть в формуле (46) при / = /0+1 вместо 
yk+i вычислена величина yh+i=yk+i4-6ji)+1. Тогда на следующем шаге 
вычислений, т. е. при / =  /„, вместо у^--=ак+1ук+1+^к+1 получим ве
личину yJrj = a jo+1 (i/j0-H + 6j0+i) +  Pj0+I и погрешность окажется равной

®/«=  у/а у it, — T.fA'iH'
Отсюда получим, что |6jo[ ^  |a jo+,| 16jo+i | sg 16J0+11, т. е. погрешность 
не возрастает.

Отметим, что для разностной краевой задачи (16), записанной 
в виде

ys-i—2«/; +  «/гц =  — h2fjt /=  1, 2, . . . ,  N—1,
имеем ctj = bj= 1, с, = 2, xi =  x2 =  0. Поэтому выполнены условия устой
чивости (47), (48) и решение задачи (16) можно отыскивать ме
тодом прогонки.



Ч А С Т Ь  II
ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ АЛГЕБРЫ И АНАЛИЗА

Г Л А В А  1

ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В главах 1, 2 рассматриваются численные методы решения си
стем линейных алгебраических уравнений

Ax = f, (1)

где А — матрица тУ.т, х = {х и х2, . . . ,  хт)г— искомый вектор, / = 
=  (f,, f2, . . . ,  fm)T— заданный вектор. Предполагается, что опреде
литель матрицы А отличен от нуля, так что решение х существует 
и единственно. Для большинства вычислительных задач характер
ным является большой порядок матрицы А. Из курса алгебры из
вестно, что систему (1) можно решить по крайней мере двумя спо
собами: либо по формулам Крамера, либо методом последователь
ного исключения неизвестных (методом Гаусса). При больших т 
первый способ, основанный на вычислении определителей, требует 
порядка т\ арифметических действий, в то время как метод Гаус
са— только 0{т 3) действий. Поэтому метод Гаусса в различных 
вариантах широко используется при решении па ЭВМ. задач линей
ной алгебры.

Методы численного решения системы (1) делятся на две груп
пы: прямые методы и итерационные методы. В пряШых (или точ
ных) методах решение х системы (1) находится за конечное число 
арифметических действий. Примером прямого метода является ме
тод Гаусса. Отметим, что вследствие погрешностей округления при 
решении задач на ЭВМ прямые методы на самом деле не приводят 
к точному решению системы (1) и называть их точными можно 
лишь отвлекаясь от погрешностей округления. Сопоставление раз
личных прямых методов проводится обычно по числу арифметиче
ских действий (а еще чаще— по асимптотике при больших m чис
ла арифметических действий), необходимых для получения реше
ния. При прочих равных условиях предпочтение отдается методу с 
меньшим числом действий.

Итерационные методы (их называют т а к ж е  методами последо
вательных приближений) состоят в том, что решение х системы (1) 
находится как предел при п->-оо последовательных приближений 
х1п), где п — номер итерации. Как правило, за конечное число ите
раций этот предел не достигается. Обычно задается некоторое ма
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лое число е> 0  (точность) и вычисления проводятся до тех пор, 
пока не будет выполнена оценка

\\х(п)—х!|< е . (2)
Число итераций я = я(е), которое необходимо провести для по

лучения заданной точности е (т. е. для выполнения оценки (2)), 
для многих методов можно найти из теоретических рассмотрений. 
Качество различных итерационных процессов можно сравнивать по 
необходимому числу итераций п(е).

К решению систем линейных алгебраических уравнений сводит
ся подавляющее большинство задач вычислительной математики. 
В настоящее время предложено колоссальное количество алгорит
мов решения задач линейной алгебры (см. [8, 35]), большинство 
из которых рассчитано на матрицы А специального вида (трехдиа
гональные, симметричные, ленточные, большие разреженные мат
рицы) .

Прямые методы, которые рассматриваются в гл. 1, не предпо
лагают, что матрица А имеет какой-либо специальный вид. На прак
тике они применяются для матриц умеренного порядка (порядка 
ста). Итерационные методы, рассмотренные в гл. 2, можно приме
нять и для матриц высокого порядка, однако их сходимость не 
очень быстрая. Более совершенные прямые и итерационные мето
ды, учитывающие структуру матрицы, излагаются в части III.

§ 1. Метод Гаусса численного решения 
систем линейных алгебраических уравнений

1. Основная идея метода. В ближайших двух главах рассмат
риваются численные методы решения системы линейных алгебраи
ческих уравнений

Ax = f, (1)
где А — вещественная квадратная матрица порядка т, a f — за
данный и х — искомый векторы. Будем предполагать, что опреде
литель матрицы А отличен от нуля. Тогда для каждого вектора f 
система (1) имеет единственное решение.

Запишем систему (1) в развернутом виде
а 1\х 1 +  ^ 12*2 +  . . . +  OimXni =  f l ,
@2lXl ”1“ @22Х2 " • • • Щ.-ЛД; =  /2, (2)

@mixi “Б ®тгх2 @ттхт — [:п ■
Метод Гаусса решения системы (2) состоит в последовательном 

исключении неизвестных хи хг, . . . ,  хт из этой системы. Предполо
жим, что апфО. Поделив первое уравнение на ап, получим

Xi + cizxz-1---- bCimXm = i/,, (3)
где

Cii =  — , / =  2, . . . ,  m, i/i =  —  .
« И  «11
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Рассмотрим теперь оставшиеся уравнения системы (2):
ciiiXi + a,-2хг+ . . .  +a{mxm=fi, г =  2, 3, . . . ,  т. (4)

Умножим (3) на а,-, и вычтем полученное уравнение из i-ro урав
нения системы (4), i = 2, т. В результате получим следующую

^систему уравнений:
Х 1 +  с \ г х г  +  ■ . . +  С ц -Х /  +  . . . +  С1тХ т  = У и

+  • • • +  <*№ +  . . .  +  а‘%  =  Z'1',
(5)

аых«-т2Л2+ “Ь йт/Х/ + О'тт.Хп = /!и»

Здесь обозначено

aij —Q-Ц Ci/&iu /I1' У  1^4 у
Матрица системы (5) имеет вид

'1 С12 С1 т

0 а {1)а22 а(1) w2 т

0 а{1)u/n2 . а(1)• * ц/лт

(6)

.Матрицы такой структуры принято обозначать так:
1 X .... X
0 X .... X

0 X ..•. X
где крестиками обозначены ненулевые элементы. В системе (5) не
известное х, содержится только в первом уравнении, поэтому в 
дальнейшем достаточно иметь дело с укороченной системой урав
нений

flM*2 +  . . . +  d^Xj + . . . +  а̂ тХт. =

ail)xит2л2+ +  Omi* ~f" Q/nniXm ’ .fW- m •
(7)

Тем самым мы осуществили первый шаг метода Гаусса. Если 
,аМфО, то из системы (7) совершенно аналогично можно исклю
чить неизвестное х2 и прийти к системе, эквивалентной (2) и имею
щей матрицу следующей структуры:

1 X X . . . X "
0 1 X . . . X
0 0 X . . . X
0 0 X . . . х _

При этом первое уравнение системы (5) остается без изменения.
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Исключая таким же образом неизвестные х3, xt, . . . ,  хт, придем 
окончательно к системе уравнений вида

xi ci2x2 +  • • • +  с1тхт —уъ
Х2 I • ■ • "1' С2тХт У21

х т —1 “1“ Ст—1 ,т х т — У  -1,

эквивалентной исходной системе (2). 
Матрица этой системы

хт — Утп |

с  =

—1 C12 • C\m

0 1 • c2,m-i C2m

0 0 1
0 0 • • • 0 1

(8)

(9>

содержит нули всюду ниже главной диагонали. Матрицы такого 
вида называются верхними треугольными матрицами. Нижней тре
угольной называется такая матрица, у которой равны нулю все 
элементы, расположенные выше главной диагонали.

Получение системы (8) составляет прямой ход метода Гаусса. 
Обратный ход заключается в нахождении неизвестных хи х2, . ■ ., х„, 
из системы (8). Поскольку матрица системы имеет треугольный: 
вид, можно последовательно, начиная с хт, найти все неизвестные. 
Действительно, хт = ут, хт_, и т. д. Общие формулы.'
обратного хода имеют вид

xi =  y i— 2  Ciixh i =  m — 1........ 1, х.п =  ут. (10)
/=г+1

2. Расчетные формулы. При реализации на ЭВМ прямого хода 
метода Гаусса нет необходимости действовать с переменными 
Xi, х2, . . . ,  хт. Достаточно указать алгоритм, согласно которому ис
ходная матрица А преобразуется к треугольному виду (9), и ука
зать соответствующее преобразование правых частей системы. По
лучим эти общие формулы. Пусть осуществлены первые k—1 ша
гов, т. е. уже исключены переменные хи х2, . . . ,  xh~i. Тогда имеем 
систему

Х 1 ~Т Cl2X 2 ~f" • • • ~Г CykXk +  С1 т х т  — У  и

Х2~̂~ • • ■ +  C2kXk +  . . . +  С2тХт. =  Угл

x k—\ Ck—i,kxk Ск-\,тх т — Ук- i »

.. + C & 1)xm =  f t 1\

I п _f<*-D• • Т" ит т  Лт ■— / т

atk 1)xk +  .

U-mk xk +

(И)
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Рассмотрим 6-е уравнение этой системы

п{к~1)у,Л. Л-п{к~1К U-kk Jt* —f— . . .  “Г а кт Х ,п  =  f k

и предположим, что а£-1) =£ 0. Поделив обе части этого уравнения на
йй-11» получим

%h "b̂ /t.ft+i-̂ A+i “Ь l/ht (12)
где

Ckj= , j =  6 +  1, 6 +  2, . . .  
< “L) 
f t *Ук — -----  .

akk

, m,

Далее, умножим, уравнение (12) па и вычтем полученное со
отношение из t'-ro уравнения системы (11), где t' =  6 + 1, 6 + 2, . . . ,  т. 
В результате последняя группа уравнений системы (11) примет вид

Xk +  Ck,k+lx k+ l +  ■ • • +  CkmXm —  У к , 
йй+1,£+1̂>6+1 “Ь • • • "Ь Gk+i,mXm == :fk+ it

где
л < +  у  _1_ 4 -  п {к) у  —  f (&)
“ т,я+1Л/г+1 1 • • • “Т" ит т Лт  —  / т  »

afi = at r i) ~  аТк1)сЫ' Г / =  6 + 1 ,  6 +  2, . . . .  т,
f?' =  f t *  ~  a t % ,  i =  6 +  1, 6 +  2, . . . ,  т.

Таким образом, в прямом ходе метода Гаусса коэффициенты 
уравнений преобразуются по следующему правилу:

a f ,= a ki, 6, /' =  1, 2, . . т,

Сц — —-j-— , /  =  6 +  1, 6 +  2, . . . ,  т, 6 = 1 , 2 . . . . . . . т, (13)л(к—1) akk
of' — atj~* (14)

i, /' =  6+1,  6 + 2, . . . ,  m, 6 = 1, 2, . . . ,  m— 1.

Вычисление правых частей системы (8) осуществляется по фор
мулам

/10, =  /ь  =  Л =  1, 2 ........ т, (15)

f t ] =  / f ' 1’ - 4 ' V  / - 6 +  1, 6 +  2 ------ т. (16)
Коэффициенты Сц и правые части yh i= 1, 2, . . . ,  т, j — i+1, / +  2, . . .  
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. . . ,  m, хранятся в памяти ЭВМ и используются при осуществлении 
обратного хода по формулам (10).

Основным ограничением метода является предположение о 
том, что все элементы на которые проводится деление, от
личны от нуля. Число называется ведущим элементом на k-м
шаге исключения. Даже если какой-то ведущий элемент не равен 
нулю, а просто близок к нему, в процессе вычислений может проис
ходить сильное накопление погрешностей. Выход из этой ситуации 
состоит в том, что в качестве ведущего элемента выбирается не 
ДиТ1', а другое число (т. е. на k-м шаге исключается не xk, а дру
гое переменное xh j=£k). Наиболее последовательно такая страте
гия выбора ведущих элементов осуществлена в методе Гаусса с вы
бором главного элемента (см. § 3).

3. Подсчет числа действий. Подсчитаем число арифметических 
действий, необходимых для решения системы (2) с помощью мето
да Гаусса. Поскольку выполнение операций умножения и деления 
на ЭВМ требует гораздо больше времени, чем выполнение сложе
ния и вычитания, ограничимся подсчетом числа умножений и де
лений. Читатель по аналогии может самостоятельно найти требуе
мое число действий сложения и вычитания.

1. Вычисление коэффициентов ckj, k = \, 2, .. ., m, j = k + l ,  
k + 2, . . . ,  m, по формулам (13) требует

S  ( « - * )  =  1 + 2  +  . . .  + ( m - l )  =  - - ^ P ^
h=i

делении.
2. Вычисление всех коэффициентов af) по формулам (14) тре

бует

У  (m — k f  =  I2 +  22 +  . . .  +  (т  — I)2 =  (- — ^-т(—— -
6

умножений.
Таким образом, вычисление ненулевых элементов сч треуголь

ной матрицы С требует
m ( m — 1) . (m — 1) m (2m — 1) (m2 — 1 )m

+ ------------- ---------------- = ----------- з --------

операций умножения и деления. При больших m это число действий 
равно приблизительно т3/3.

3. Вычисление правых частей yk по формулам (15) требует т 
делений, а нахождение /f* по формулам (16)

2  ("* -* )
£=i

т (т— 1} 
2
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умножений. Следовательно, вычисление правых частей преобразо
ванной системы (8) требует

1 т (m— 1) _ т (т+  1)
* 1 "  2 2

действий умножения и деления.
В итоге для осуществления прямого хода метода Гаусса необхо

димо выполнить
(т г  — В т  . т  ( т  +  1) __т  ( т  +  1) (2 т  +  1)

3 2 _  6

действий, из которых основное число действий (порядка тп3/3) при
ходится на вычисление элементов матрицы С.

4. Для осуществления обратного хода метода Гаусса по фор
мулам (10) требуется

^  т ( т  —  1)
2  (т 0 =  g 
1=1

умножений.
Итак, для реализации метода Гаусса требуется выполнить

т  ( т  +  1) (2т +  1) , т  ( т — 1)  т  (ma +  Зт —  1)
6 ^ 2 _  3

действий умножения и деления. Подчеркнем, что основное время 
расчета затрачивается на осуществление прямого хода. Д л я  
б о л ь ш и х  т ч и с л о  д е й с т в и й  у м н о ж е н и я  и д е л е н и я  
в м е т о д е  Г а у с с а  б л и з к о  к т 3/3. Это означает, что на вы
числение одного неизвестного тратится в среднем тп2/3 действий. 
По затратам времени и необходимой машинной памяти метод Гаус
са пригоден для решения систем уравнений (2) общего вида с чис
лом неизвестных т порядка 100.

§ 2. Условия применимости метода Гаусса

1. Связь метода Гаусса с разложением матрицы на множители.
В предыдущем параграфе было показано, что метод Гаусса преоб
разует исходную систему уравнений

A x= f  (1)
в эквивалентную систему

Сх=у, (2)
где С — верхняя треугольная матрица с единицами на главной диа
гонали. Выясним теперь, как связаны между собой векторы правых 
частей f и у. Для этого обратимся к формулам (16) из § 1, из ко
торых последовательно получим

fi =  auylt U =  апуг +  а%у2, . . .
и вообще

fj=bjly l-1rb]2y2+ . . . +  bSjyh j=  1, 2, . . . .  т, (3)
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где — числовые коэффициенты, причем Соотношения
(3) можно записать в матричном виде

f = By, (4)

где В — нижняя треугольная матрица с элементами / =
=  1, 2, т ,  (а<®> =  аи) на главной диагонали. Напомним, что ос
новное допущение при формулировке метода Гаусса состояло в том, 
что все a<-jrl) 0. Поэтому на диагонали матрицы В стоят ненуле
вые элементы, и, следовательно, матрица В имеет обратную.

Подставляя в уравнение (2) выражение для у в виде y = B~lf, 
приходим к уравнению

Cx=B~'f,
или, что то же самое, к уравнению

BCx = f. (5)

Сопоставляя (5) с уравнением (1), приходим к выводу, что в ре
зультате применения метода Гаусса получено разложение исход
ной матрицы А в произведение А = ВС, где В — нижняя треуголь
ная матрица с ненулевыми элементами на главной диагонали и 
С — верхняя треугольная матрица с единичной главной диаго
налью.

Теперь мы имеем право трактовать метод Гаусса следующим 
образом. Пусть заданы матрицы А и вектор f. Сначала проводится 
разложение А в произведение двух треугольных матриц, А = ВС. 
Затем последовательно решаются две системы уравнений

в у = 1  (6)
Сх=у (7)

с треугольными матрицами, откуда и находится искомый вектор х. 
Разложение А = ВС соответствует прямому ходу метода Гаусса, 
а решение системы (6) — (7) — обратному ходу. Заметим, что в 
алгоритме, изложенном в § 1, разложение А = ВС и решение си
стемы (6) проводится одновременно.

Далее, следуя стандартным обозначениям, нижние треугольные 
матрицы будем обозначать буквой L (от английского lower — ниж
ний) и верхние треугольные — буквой U (от английского upper — 
верхний).

2. Теорема об /.{/-разложении. Обозначим через Д} угловой 
минор порядка j матрицы А, т. е.

Ai =  an , A2 =  <1et аи 4)2 ~|
а 21 а 22 J

Ат =detA .

Теоретическое обоснование возможности разложения матрицы 
в произведение двух треугольных матриц содержит следующая 

Т е о р е м а  1 (теорема об L/7-разложении). Пусть все угловые 
миноры матрицы А отличны от нуля, Д ^О , /=  1, 2........т. Тогда
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матрицу А можно представить, причем единственным образом, в ви
де произведения

A = LU, (8)
где L — нижняя треугольная матрица с ненулевыми диагональными 
элементами и U — верхняя треугольная матрица с единичной диа
гональю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сформулированное утверждение 
сначала для матриц второго порядка. Будем искать разложение 
матрицы

 ̂ а11 аП
. °21 а11

в виде

Л = In
h\

где liU /2Ь /22, ц12— неизвестные пока числа. Для их нахождения при
дем к системе уравнений

/ц-—ailt l-ilUi2 Ц] 2) 2̂1" ^21>
2̂1̂ 12 +  ̂ 22 ~  ̂ 22,

которая имеет единственное решение
In — o-u, ui2 — a^lau, l2i~ a 2i,

l22
д11а22 а21а]2 

Оц
По предположению теоремы ап фО, апа2гф а г1а1г, следовательно, 
элементы /и и /22 отличны от нуля.

Дальнейшее доказательство проведем методом индукции. Пусть 
утверждение теоремы справедливо для матриц порядка k—1; дока
жем, что оно справедливо и для матриц порядка к. Представим 
матрицу А порядка k в виде

Л =

и обозначим

Оц • “l ,4—1 “l4

“4-1,1 • * ak-l,k~\ “4-1,4
ак\ •• “4,4-1 “44 _

(9)

A k ~  i  =

~ “ u  • ■ “ 1 ,4 -1

> # 4 -1  —

~“ l 4  '

- “ 4 -1 ,1  • ■ “ 4 - 1 ,4 - 1 - - “ 4 - 1 ,4 -

бк— 1 ) Щ,й—1)«
Согласно предположению индукции существует требуемое разло
жение матрицы Ак- и т. е.

Л*-1 = Lk-iUk-i,
где Lh_u Uк- 1— соответственно нижняя и верхняя треугольные мат-
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рицы, обладающие указанными в теореме свойствами. Будем искать 
разложение матрицы (9) в виде

Л = 0 ' 
hi-i hik

'Jk-, «А-Л
, 0  1 J ( 10)

где /й_ь и,,-1— неизвестные пока векторы,
4 - i =  ( 4 i ,  /а2 , • • ■ ! K,k-i) , Uk- i =  ( u lk, U-ik, . . . , Uh- i h) T.

Перемножая матрицы в правой части уравнения (10) и учитывая
(9), приходим к системе уравнений

Lk-iUk-i =  Як-и (11)
h-iUk-i =  Ьи~ 1, (12)

Ik-iU-k-i +  Ikk =  0,kk. (13)

Из предположения индукции следует существование матриц Lk-U 
Uk-i. Поэтому из (И) и (12) получим

U к  -1 = =  T v - l 'T - 1, I k - 1 b k —i U k —i

и, далее,
/аА =  Ща Ik-lU-h-t-

Таким образом, /.//-разложение матрицы Л порядка k сущест
вует. Остается доказать, что 1ккФ 0. Рассмотрим определитель мат
рицы Л. Из разложения (10) следует, что

del Л =  (det Lk- t)lhh(det //„-О = (det /.„_,)/**•

По условию теоремы бе1:Л=5^0, следовательно, 1кк=£0. Тем самым 
индукция завершена и доказана возможность требуемого разло
жения.

Покажем теперь, что такое разложение единственно. Предполо
жим, что матрицу Л можно разложить двумя способами:

A = LiUi~ L 2U2.
Тогда L2 = LJJ JJ~2 и

(14)
Матрица в левой части уравнения (14) является верхней треуголь
ной, а в правой части — нижней треугольной. Такое равенство воз
можно лишь в случае, если матрицы и L[lL2 диагональные.
Но на диагонали матрицы UyU21 (а следовательно, и матрицы 
LilL2) стоят единицы, следовательно, эти матрицы единичные:

U хЩ1 =  l^~Li =  Е.
Отсюда получаем и { = 1!2, L, = L2, т. е. разложение (8) единственно. 
Теорема об /.(/-разложении полностью доказана.

З а м е ч а н и е .  Если хотя бы один из угловых миноров матрицы А равен 
нулю, то указанное /.//-разложение невозможно. Это легко видеть на примере 
матриц второго порядка.
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С л е д с т в и е .  Метод Гаусса можно применять тогда и только 
тогда, когда все угловые Шиноры матрицы. А отличны от нуля.

3. Элементарные треугольные матрицы. Мы уже видели, что ме
тод Гаусса приводит к разложению исходной матрицы в произве
дение двух треугольных. Более детально описать структуру этих 
треугольных матриц можно с помощью так называемых элемен
тарных треугольных матриц.

Матрица Lj называется элементарной нижней треугольной мат
рицей, если она имеет вид

- 1 —

0 . ■ о
* 1П

0 . ■ lj+i.i 1

_0 . • lmi 0 \_

В матрице L; все элементы главной диагонали кроме равны еди
нице. Из остальных элементов отличными от нуля могут быть толь
ко элементы /-го столбца, расположенные ниже lj}. Обратной к Lj 
является элементарная нижняя треугольная матрица

0 . • • 1П
0

0 ... - ‘h u r t l
0 ... _/. ./“1 0

. l
0 ... — 1 ■/"•nij1 И 0 . . . 0  1

Рассмотрим для наглядности сначала систему Ax=f, состоящую 
из трех уравнений:

апхг +  а12х2 +  а13х3 =  /ь
^2lM +  2̂2̂ 2 "Ь 2̂:1Х3 == fit 0^)
&31Х 1 ®32Х 2 "Ь a 33X 3 == /3-

После первого шага исключения по методу Гаусса преобразован
ная система принимает вид

*i +  ^ * 2an an an

a22- â ) x 2+ ( a 23- â ) x 3 =  f2 - a- ^ f l ,
an 1 \ all 1 au

+  —  ) x 3 =  f3~ a- ^ f 1.
al l  1 \ a l i  } a l l

(16)

Отсюда видно, что матрица А, системы (16) получается из исход- 
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ной матрицы А путем умножения А слева на элементарную мат
рицу

Li =
1 /ап 0 0‘

— ̂ 21/̂ 11 1 0 »
— а31/аи О 1.

(17)

так что A l = LlA. При этом систему (16) можно записать в виде
LlAx = Llf.

Матрицу (17) будем называть элементарной треугольной мат
рицей, соответствующей первому шагу исключения метода Гаусса. 
Перепишем систему (16) в виде

М “Ь С13ЛГ3 — У11
а^х2 +  ^ х 3 =  /<1), (18)
а[2X2 +  a$x3 =  f f )

и осуществим второй шаг метода Гаусса, т. е. исключим неизвестное 
хг из последнего уравнения. Тогда получим систему вида

-' i “Г Су2х2 “Г Суах3 —- у \ ,

Х2 -(- С2З^д =  У2, (19)

Нетрудно видеть, что переход от (18) к (19) осуществляется путем 
умножения системы (18) на элементарную треугольную матрицу

Т2 =
1
о
о

0 0

i/4V 0
1

(20)

Таким образом, после второго шага исключения мы приходим 
к системе

ULyAx = L2Uf, (21)
где матрицы L, и L2 определены согласно (17), (20). Наконец, ум
ножая (21) на матрицу

7-з =

1 0  0 - 1  
0 1 0  
о о 1 /^ J

получаем систему
LyLzLyAx— LyL-yLif, (22)

матрица которой U — L3LzLyA является верхней треугольной матри
цей с единичной главной диагональю. Отсюда следует, в частности, 
что A = LU, где L = Ly1L21L21— нижняя треугольная матрица. Таким 
образом, LH-разложение матрицы А может быть получено с по
мощью элементарных треугольных матриц: сначала строятся мат
рицы L,, Т,2, Т-з и вычисляется U = L3L2LiA и затем находится L =
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=  L^L^L^.Отметим, что матрицы L~k имеют простой вид:

~ап 0 0' 1 0 0“
1ЛХ = 1 0 if 0 u2-2 0

_а31 0 1_ 0 flU)U32 1
r l 0 о  - а и 0 0  '

0 1 0 , L = а 21 а (1)U22 0

_0 0 зз 3 а 31 а (1)32
(2)

U33 J

причем на диагонали матрицы L расположены ведущие элементы 
метода исключения.

Запись метода Гаусса в виде (22) детально описывает процесс 
исключения.

Все сказанное выше переносится без изменения и на системы 
уравнений произвольного порядка (2). Процесс исключения можно 
записать формулой

L mL*Tn—1 ■ ■ ■ L i A x  l^mL/TTi— i . . • l l  (23)

где элементарная нижняя треугольная матрица Lk на k-м шаге 
исключения имеет вид

-1 0 0 . . о-

0 1 /< -1( 0 . . 0
0 1 . . 0

0 0 . . 1

Матрица Lh осуществляет исключение неизвестного xh из уравнений 
с номерами k + l ,  k + 2, . . . ,  т. Матрицы L*1 существуют и имеют 
вид

~ 1 0 0 ... о-

0 а(к~1) • •' akk 0 ... 0
0 (А-1)

ak+ lk I ... 0

0 • • • amk 0 ... 1

§ 3. Метод Гаусса с выбором главного элемента 

1. Основная идея метода. Может оказаться, что система

Ах= !  О)
имеет единственное решение, хотя какой-либо из угловых миноров 
матрицы А равен нулю. Кроме того, заранее обычно неизвестно, 
все ли угловые миноры матрицы А отличны от нуля. В этих случа-
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ях обычный метод Гаусса может оказаться непригодным. Избе
жать указанных трудностей позволяет метод Гаусса с выбором 
главного элемента. Основная идея метода состоит в том, чтобы на 
очередном шаге исключать не следующее по номеру неизвестное, 
а то неизвестное, коэффициент при котором является наибольшим 
по модулю. Таким образом, в качестве ведущего элемента здесь вы
бирается главный, т. е. наибольший по модулю элемент. Тем самым, 
если det^4^=0, то в процессе вычислений не будет происходить де
ление на нуль.

Различные варианты метода Гаусса с выбором главного элемен
та проиллюстрируем на примере системы из двух уравнений

Предположим, что |а 12| > | а и |. Тогда па первом шаге будем 
исключать переменное х2. Такой прием эквивалентен тому, что си
стема (2) переписывается в виде

и к (3) применяется первый шаг обычного метода Гаусса. Указан
ный способ исключения называется методом Гаусса с выбором глав
ного элемента по строке. Он эквивалентен применению обычного 
метода Гаусса к системе, в которой па каждом шаге исключения 
проводится соответствующая перенумерация переменных.

Применяется также метод Гаусса с выбором главного элемента 
по столбцу. Предположим, что | fl2i| >  | аи \ . Перепишем систему (2) 
в виде

и к новой системе применим на первом шаге обычный метод Гаусса. 
Таким образом, метод Гаусса с выбором главного элемента по 
столбцу эквивалентен применению обычного метода Гаусса к систе
ме, в которой на каждом шаге исключения проводится соответ
ствующая перенумерация уравнений.

Иногда применяется и метод Гаусса с выбором главного эле
мента по всей матрице, когда в качестве ведущего выбирается мак
симальный по модулю элемент среди всех элементов матрицы си
стемы.

2. Матрицы перестановок. В предыдущем параграфе было по
казано, что обычный метод Гаусса можно записать в виде

где Lk, k = \, 2, . . . ,  m,— элементарные нижние треугольные матри
цы. Чтобы получить аналогичную запись метода Гаусса с выбором 
главного элемента ,  нам необходимо познакомиться с матрицами 
перестановок.

О п р е д е л е н и е  1. Матрицей перестановок Р называется квад
ратная матрица, у которой в каждой строке и в каждом столбце 
только один элемент отличен от нуля и равен единице.

anXi + а12х2 — / 1, а2̂ Х\ -1- а2к2х2 j 2. ( 2)

а̂ 2х2 -{- ПцХ, а22х2-{-a2iX\ f2 (3)

a2ixl + a2zx2 = f2, апХ1 + а12х2 = 1
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О п р е д е л е н и е  2. Элементарной матрицей перестановок Ри 
называется матрица, полученная из единичной матрицы переста
новкой &-й и /-й строк.

Например, элементарными матрицами перестановок третьего 
порядка являются матрицы

"0 1 0' '0 0 г '1 0 0"
Р п = 1 0 0 Д> II 0 1 0 > 7*23-- 0 0 1

_0 0 1_ .1 0 0_ _0 1 0_
Отметим следующие свойства элементарных матриц перестано

вок, вытекающие непосредственно из их определения.
1°. Произведение двух (а следовательно, и любого числа) эле

ментарных матриц перестановок является матрицей перестановок 
(не обязательно элементарной).

2°. Для любой квадратной матрицы А матрица РЫА отличается 
от А перестановкой k-й и I-й строк.

3°. Для любой квадратной матрицы А матрица АРЫ отличается 
от А перестановкой k-то и I-го столбцов.

3. Пример. Поясним применение элементарных матриц переста
новок для описания метода Гаусса с выбором главного элемента 
по столбцу. Рассмотрим следующий пример системы третьего по
рядка:

*1 +  *2+  *3= fu
2*i +  *з =  /2, (4)

5х2 -f- Зх3 =  /3.
Система имеет вид (1), где

А =
1 1 Г
2 0 1 
0 5 3

(5)

Максимальный элемент первого столбца матрицы А находится во 
второй строке. Поэтому в системе (4) надо поменять местами пер
вую и вторую строки и перейти к эквивалентной системе

2xx “Ь х3 =  f2,
X i +  *2 +  *3 =  /l. (6)

5х2 -f- Зх3 =  f3.

Систему (6) можно записать в виде
Pl2Ax =  Pl2f, (7)

т. е. она получается из системы (4) путем умножения на матрицу 
перестановок

Р12--
п0 1 о- 

1 0  0 .  
_0 0 1

Далее, к системе (6) надо применить первый шаг обычного ме
тода исключения Гаусса. Этот шаг, как мы видели, эквивалентен
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умножению системы (7) на 
матрицу (см. (17) из § 2)

L1 =

элементарную нижнюю треугольную

- О О 1J
В результате от (7) перейдем к системе

LlPi2Ax =  L lPllf
или, в развернутом виде,

*i +  ± * а =  Л  
2 2

*2 +  Y *3= 7l — -J- ,

5х2 +  Зх3 =  /3.

(8)

(9>

Из последних двух уравнений системы (9) надо теперь исклю
чить переменное х2. Поскольку максимальным элементом первого 
столбца укороченной системы

*a +  -j*3 =  / i — - у  ’ 

5x2 -f- Зх3 =  /3
(Ю>

является элемент второй строки, делаем в (10) перестановку строк 
и тем самым от системы (9) переходим к эквивалентной системе

*i +
5-̂ 2 Ч- Зх3 .— /3,

, 1  г / 2
Х п  -J------x3 =  f1-----— ,2 2 2

(П

которую можно записать в матричном виде как
P23LlPi2A x = P 23LlPl2f. (12)

Таким образом, система (12) получена применением элементарной 
матрицы перестановок

Р23 ----

1 0 0'  

0 0 I
0 1 о

к системе (8).
Далее, к системе (11) надо применить второй шаг исключения 

обычного метода Гаусса. Это эквивалентно умножению системы 
(11) на элементарную треугольную матрицу

Ь2 =
'1
о
о

о 0'
1/5 0

-1/5 1
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( 13)
В результате получим систему

L2P23LlPl2A x = L 2P23LlPl2f
или

, 1 fa“1----— —  >2 3 2
, 3Х2 “Ь g 3̂ (14)

- 1 * , = ^ —А _ ± /
10 2 5

Заключительный шаг прямого хода метода Гаусса состоит в за
мене последнего уравнения системы (14) уравнением

А
2

,«=— !0 (Л — А"
что эквивалентно умножению (13) на матрицу

'1 0  0
L3 = 0 1 о

О 0 —10

Таким образом, для рассмотренного примера процесс исключе
ния Гаусса с выбором главного элемента по столбцу записывается 
в виде

L3L2P23LlP12A x = L 3L2P23LlPnf. (15)

По построению матрица
U =  L3L2P23L3Pi2A (16)

является верхней треугольной матрицей с единичной главной диа
гональю.

Отличие от обычного метода Гаусса состоит в том, что в каче
стве сомножителей в (16) наряду с элементарными треугольными 
матрицами Lk могут присутствовать элементарные матрицы пере
становок Ры.

Покажем еще, что из (16) следует разложение
PA =  LU, (17)

где L — нижняя треугольная матрица, имеющая обратную, и Р — 
матрица перестановок. Для этого найдем матрицу

А  == Р 2зДР 2 3 - (18)

По свойству 2° матрица P23Li получается из матрицы Lj переста
новкой второй и третьей строк,

^29^1 —

1— 0 0
2
0 0 1 

L —1/2 1 0J
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Матрица L t согласно свойству 3° получается из P23Li перестановкой 
второго и третьего столбцов,

0 О
1 0 * 
О ь

т. е. Li— нижняя треугольная матрица, имеющая обратную.
Из (18), учитывая равенство Р2\ =  Р2а, получим

ZiPn= P » h .  (19)
Отсюда и из (16) видим, что

U = L 3L2Z lP23Pl2A =  L -lPA,
где обозначено P = P 23Pl2, L = Z ~ l Поскольку Р — матрица
перестановок и L — нижняя треугольная матрица, свойство (17) 
доказано. Оно означает, что метод Гаусса с выбором главного эле
мента по столбцу эквивалентен обычному методу Гаусса, приме
ненному к матрице РА, т. е. к системе, полученной из исходной си
стемы перестановкой некоторых уравнений.

4. Общий вывод. Результат, полученный здесь для очень част
ного примера, справедлив и в случае общей системы уравнений ( 1 ). 
А именно, метод Гаусса с выбором главного элемента по столбцу 
можно записать в виде

• ■ ■ L^PijJ-iPi,f,Ax =
=  l^nZ m -\ P m - \ ,i. . .  L^P-zJ^LiPijJ, (20)

где Pkjk — элементарные матрицы перестановок такие, что k ^ j ĥ .  
и Lh— элементарные треугольные матрицы.

Отсюда, используя соотношения перестановочности, аналогич
ные (19), можно показать, что метод Гаусса с выбором главного 
элемента эквивалентен обычному методу Гаусса, примененному к 
системе

PAx= Pf, (21)
где Р — некоторая матрица перестановок.

Теоретическое обоснование метода Гаусса с выбором главного 
элемента содержится в следующей теореме.

Т е о р е м а  1. Если det А Ф 0, то существует матрица перестано
вок Р такая, что матрица РА имеет отличные от нуля угловые ми
норы.

Доказательство теоремы 1 приведено в п. 5.
С л е д с т в и е . Если det А Ф0, то существует матрица переста

новок Р такая, что справедливо разложение
PA =  LU, (22)

где L — нижняя треугольная матрица с отличными от нуля диаго
нальными элементами и U — верхняя треугольная матрица с еди
ничной главной диагональю.
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Следует подчеркнуть, что в методе Гаусса с выбором главного 
элемента матрица Р не задается заранее, а строится в процессе 
исключения, как это было показано в примере из п. 3. Как прави
ло, не требуется знать эту матрицу в явном виде.

5. Доказательство теоремы 1. Докажем теорему 1 индукцией по числу т — 
порядку матрицы А. Пусть т = 2, г. е.

Гаи  а12
А = а21 022.

Если а^фО, то утверждение теоремы 1 выполняется при Р = Е ,  где Е — еди
ничная матрица второго порядка. Если а п =  0, то O2i¥=0, так как det АфО.  При 
этом у матрицы

Р цЛ
а 21 Я 22 

ап о12
все угловые миноры отличны от нуля.

Пусть утверждение теоремы верно для любых квадратных матриц поряд
ка т— 1. Покажем, что оно верно и для матриц порядка т. Разобьем матри
цу А порядка т на блоки

. ат- 1
А =

°т- 1 атт
где

-а„ ai,m-l

- а т-1,1 •* ат—1,т—1-

Ьш — 1— (^т|, Om2t | Цт, т —l).

Достаточно рассмотреть два случая: det А т-1=£0 и det A m- i = 0 .  В первом 
случае по предположению индукции существует матрица перестановок Pm-i 
порядка т — 1 такая, что P m-iA m- i  имеет отличные от нуля угловые миноры. 
Тогда для матрицы перестановок

Р =
О'
1

имеем
~ D А Г тп—\ т—\ 3 1 3й Т

.  ̂т- 1 атт

причем det (РА) =  ±  det Ау^О. Тем самым все угловые миноры матрицы РА 
отличны от нуля.

Рассмотрим второй случай, когда d eM m_i =  0. Так как det АФО, найдется 
хотя бы один отличный от нуля минор порядка т— 1 матрицы А, полученный 
вычеркиванием последнего столбца и какой-либо строки. Пусть, например:

ап . . ■ ai,rn-i

ai- i ,  1 • • ■ а1—1 ,т—1

° /+ i,i ■ • ■ а1+1,т-1

ат1 • • • ат,т—1

(23)
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где 1фт. Переставляя в матрице А строки с номерами I и т, получим матрицу 
Р 1тА , у которой угловой минор порядка т— 1 имеет вид

ап . . ■ ai,m-i

ai~1.1 • • ■ a/-i,m-i
“ml • • ■ l
а1+1,1 ' ' • aUl,m-l

ajn-1,1 • • i,m—l
и отличается от (23) только перестановкой строк. Следовательно, этот минор 
не равен нулю и мы приходим к рассмотренному выше случаю.

6. Вычисление определителя. В большинстве существующих 
стандартных программ одновременно с решением системы линей
ных алгебраических уравнений ( 1) вычисляется определитель ма
трицы А. Пусть в процессе исключения найдено разложение (22), 
т. е. построены матрицы L и U. Тогда

det(/M) = d e t L det U— det Ь =  1ц122...  lmm,
т. e. произведение диагональных элементов матрицы L равно опре
делителю матрицы РА. Поскольку матрицы РА и А отличаются 
только перестановкой строк, определитель матрицы РА может от
личаться от определителя матрицы А только знаком. А именно, 
det {РА ) =  det А, если число перестановок четно, и det(PA) =  
= —det А, если число перестановок нечетно. Таким образом, для 
вычисления определителя необходимо знать, сколько перестановок 
было осуществлено в процессе исключения.

Если матрица А вырождена, то при использовании метода Гаус
са с выбором главного элемента по столбцу на некотором шаге 
исключения k все элементы /г-го столбца, находящиеся ниже глав
ной диагонали и на ней, окажутся равными нулю.

Действительно, рассмотрим укороченную систему (см. (И) из 
§ 1), которая получается на k-ы шаге исключения:

а ^ Х ь А -  . . . + a L l)xm =  f t l\  
a V l xk +  . . . +  =  f t l1’, (24)

„(*—1-) v I I J*-1» xj umm лп = / :№-i)

При решении системы (24) могут возникнуть два случая: 
1 ) хотя бы один из коэффициентов a t 1' ' , отличен от 
нуля; 2) =  a t l \  =  . . .  =  a t t  =  0. Если для всех k =  1, 2, . . .
. . . ,  т реализуется первый случай, то систему ( 1 ) можно решить 
методом Г аусса  с вы бором  главного элем ен та по стол бц у , и, с л е д о 
вательно, detA=£0. Если же det/1 =  0, то при некотором к реализу
ется второй случай. При этом дальнейшее исключение становится 
невозможным и программа должна выдать информацию о том, что 
определитель матрицы равен нулю.
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§ 4. Обращение матрицы

Нахождение матрицы, обратной матрице А, эквивалентно реше
нию матричного уравнения

А Х = Е ,  (1)

где Е — единичная матрица и X — искомая квадратная матрица. 
Пусть А = [ а ц~\, Z=[Xjj]. Уравнение (1) можно записать в виде си
стемы т? уравнений

т

2  CLikXki =  Ьц, i, / =  1,2, . . . ,  m, (2)
1

где 6 „ = 1  при i = j  и бу= 0 при i=£j.
Для дальнейшего важно заметить, что система (2) распадается 

на т независимых систем уравнений с одной и той же матрицей А, 
но с различными правыми частями. Эти системы имеют вид

Axw =  6Ш, /= 1 , 2, . . . .  т ,  (3)

где x(j)= (x ,j, x2U xmj)T, у вектора 6Ш равна единице /-я компо
нента и равны нулю остальные компоненты.

Например, для матрицы второго порядка система (2) распадается на две 
независимые системы

а 11*11 “Ь  ^12*21 —  11 а Пх  12 "Ь а 12х 22 —
И

021-*11 “Г а22х21 = 0 2̂1*12 +  а22*22 = 1 •
Для решения систем (3) используется метод Гаусса (обычный 

или с выбором главного элемента). Рассмотрим применение метода 
Гаусса без выбора главного элемента. Поскольку все системы (3) 
имеют одну и ту же матрицу А, достаточно один раз совершить 
прямой ход метода Гаусса, т. е. получить разложение A = L U  и за
помнить матрицы L и U. Для этого, как мы знаем (см. § 1), тре
буется сделать т(т2—1 ) /3 действий умножения и деления.

Обратный ход осуществляется путем решения систем уравнений

Ly{i) =  б(,), =  (ylh yih . . ., ymi)T, (4)
Ux<'> =  y(i), j =  1,2, . . . ,  m, (5)

с треугольными матрицами L и U. Решение системы (5) при каж
дом / требует 0,5 т(т—1) действий. Для решения системы (4) 
надо еще добавить т делений на диагональные элементы матрицы 
L, так что здесь потребуется 0 ,5m (m +l) умножений и делений. 
Всего при каждом j на обратный ход затрачивается 0,5(т— 1 )т + 
+  0 ,5 (т+  \ ) т = т г действий, а для всех / требуется т? действий.

Можно сократить число действий, принимая во внимание спе
циальный вид правых частей системы (4). Запишем подробнее пер
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вые j—1 уравнений системы (4):
1цУи =  О,

^2\У 1/ “Ь 2̂2У‘У ==

^/-1.1^1/ +  +  • • ■ +  /̂—j,/—1 У/-1.1 =  О.

Учитывая невырожденность матрицы L, отсюда получим
Уи==У а= = - • •: =  */;-1з= = 0-

При этом оставшиеся уравнения системы (4) имеют вид
1цУп —  1.

1цУц +  h.i+iyj+i.i  + • • • • ) “ 1иУа —  О,
* = /+ 1 , У+2, . . . .  т.

Отсюда последовательно находятся неизвестные у1} по формулам
i-l

Уц =  - — .-----, t =  / + 1 ,/  +  2, . .  ,,т, (6)

Уа=  (7)
Подсчитаем число умножений и делений, необходимое для про

ведения вычислений по формулам (6). При фиксированном i для  
вычислений по формуле (6) требуется 1 деление и i—j умножений. 
Вычисления по формулам (6), (7) при фиксированном j потребуют

1 +  2  ( t — / + 1 ) =  ■( т - /  +  2н « - /  +  | )

i=/+i
действий. Наконец, решение указанным способом систем (4) при 
всех / =  1 , 2, . . . ,  т потребует

у  2  (m - /  +  2) ( m - / + 0 = ^ - 2  k(k +  l ) = - m{m-+ l)6(m- + 2)
i =l  a= i

действий. Общее число действий умножения и деления, необходи
мое для обращения матрицы указанным способом,

т  (ma — 1) , т ?  ( т —  1) , т  ( т  -f- i) (m  +  2) _  ^

3 ' 2 6

Тем самым обращение матрицы требует не намного больше вре
мени, чем решение системы уравнений.

§ 5. Метод квадратного корня

1. Факторизация эрмитовой матрицы. Метод предназначен для 
решения систем уравнений

Л х = / (1)
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с симметричной (в комплексном случае — эрмитовой) матрицей. Он 
основан на разложении матрицы А в произведение

A =  S fDS, (2)
где S — верхняя треугольная матрица с положительными элемен
тами на главной диагонали, S*— транспонированная к ней (или 
комплексно сопряженная) матрица, D — диагональная матрица, на 
диагонали которой находятся числа, равные ± 1 .

Возможность представления (2) можно получить как следствие теоремы 
об /.//-разложении (см. § 2). Пусть все угловые миноры матрицы А отличны 
от нуля. Тогда справедливо разложение Л =  /./ / , где L — нижняя треугольная 
матрица, имеющая обратную, и U — верхняя треугольная с единичной диаго
налью.

Представим матрицу L в виде произведения L = M K ,  где М — нижняя тре
угольная матрица с единичной главной диагональю и К — диагональная матри
ца, главная диагональ которой совпадает с главной диагональю матрицы L, т. е.

K = d ia g  [/ц, 1x2, . . . .  Irnm]. (3)
По условию диагональные элементы матрицы L отличны от нуля, и, следова
тельно, разложение L =  MK существует. Тогда

A = M K U ,  (4)
где М и U — треугольные матрицы с единичной главной диагональю и К — диа
гональная матрица, имеющая обратную. Из условия А‘ =  А получаем //*/C*M* =  
= M K U  и

=  (5)

М а т р и ц а , н а х о д я щ а я с я  в л ев о й  ч асти  р а в е н ст в а  ( 5 ) ,  я в л я ет ся  н и ж н ей  т р е 
у г о л ь н о й , а в п р а в о й  ч асти  —  в ер х н ей  т р еу го л ь н о й . П о э т о м у  и з р а в е н ст в а  (5 )  
с л е д у е т , ч то  о б е  м атр и ц ы  UM‘~l и я в л я ю тся  ди а го н а л ь н ы м и .

Д а л е е ,  п о ск о л ь к у  м а т р и ц а  UM*-1 и м еет  ед и н и ч н у ю  гл а в н у ю  д и а г о н а л ь , он а  
я в л я ет ся  ед и н и ч н о й  м а т р и ц ей , [/Л4*_ | = £ ,  т. е . / /  =  Л4*. О т с ю д а  и и з (4 )  п о л у 
ч а ем  р а з л о ж е н и е

А =  М КМ \  (6)
П р е д с т а в и м  м а т р и ц у  К, о п р е д е л е н н у ю  с о г л а с н о  (3 )  в в и д е  п р о и зв е д е н и я  

т р е х  д и а г о н а л ь н ы х  м атр и ц :
K=\K\''‘D\K\\

г д е  о б о з н а ч е н о

| К |'/* = d ia g  [ KRu]> V l k T l  ...,/|7^J],
D = d i a g  [ s i g n  lt\, s i g n  /22, . . . ,  s i g n  lmm].

Т о г д а  и з ( 6 )  п ол уч и м  р а з л о ж е н и е  ( 2 ) ,  г д е  S = | K | ViM * —  в ер х н я я  т р еу го л ь н а я  
м а т р и ц а  с  п о л о ж и т ел ь н ы м и  э л е м е н т а м и  на г л а в н о й  д и а г о н а л и .

2. Пример. Если разложение (2) получено, то решение системы
( 1) сводится к последовательному решению двух систем уравнений 

с треугольными матрицами
S'Dy=r.f, (7)

Sx =  у. (8)
Покажем на примере матриц второго порядка как можно полу

чить разложение (2 ). Пусть А — действительная симметричная 
матрица

А = ди 
- д12

д 12

д22.
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Будем искать S и D в виде

s== S11 s12”l D = dn 0
0 S22J 0 ^22.

где каждое из чисел dn, йгг может быть либо 4-1, либо 

5*

-1. Тогда

VDS ^ slls12̂ U
S]1S12̂ 11 Sŵ H +  S2

и из условия (2 ) получаем три уравнения:
2 , _

Sll“ll -- ^11)
Из первого уравнения 
если а ц ф 0, то

S 11S12^11 ---- ^12i ^12d l l  ” Ь  $22^22 ----  ^22-

находим dn =  signau, sll =  'j/|a11|.

s12 =  di2/ (Sudn) ,
и, наконец,

s<i<)dn : о.пп s,2d,

Далее,

т. е.
d22 =  sign (а22 — s[2dn ), s22 =  Y \a 22 — s212du \ .

3. Общие расчетные формулы. Получим разложение (2) в слу
чае эрмитовой матрицы А произвольного порядка т. Если S = [ s i3] 
и D =  diag[du, dmm], то элемент матрицы DS, имеющий индек
сы (i, /), равен

т
(DS),y =  2  di‘s‘i = d “s‘i-

1=1
Кроме того, S*=[sj>], поэтому

(S 'DS);/ =  ^  suditsij,
i=i

где sи— число, комплексно сопряженное s/;. Из условия (2) полу
чаем уравнения

т

2  sndusij =  aih i, j =  1,2, . . ., m. [(9)
i=i

Так как матрица А эрмитова, можно, не ограничивая общности, 
считать, что в системе (9) выполняется неравенство Перепи
шем (9) в виде

1-1 т

2  suSiidit +  SuSi/dii +  ^  stistidu =  ац 
i= i /=1+1

и заметим, что Su— Q для l>i. Таким образом, получим систему 
уравнений

i-г _
S a S ijd u ^  SuSijdti =  й£/, i /• (10)



В частности, при i = j  получаем

т. е.

| sи |Чц =  аи — 2  ls« l2d“*
1=1

( ‘- 1 \
du =  sign I аи — 2  1 sic \%i j ,

S( l  =

Далее, при i< j  из (10) получим

l-l
an — 2  I s" N »

/=i

au  -  2
S i i  — /=1

Sudii

(12)

0 1 )

(13)

По формулам (11) — (13) находятся рекуррентно все ненулевые 
элементы матриц D и S.

4. Подсчет числа действий. Метод квадратного корня применя
ется обычно к системам с положительно определенной эрмитовой 
матрицей А. В этом случае из (6) следует положительность диаго
нальных элементов матрицы К, и тем самым D =  E в разложении
(2). Если предположить дополнительно, что А — действительная 
матрица, то из (11) — (13) получим следующие расчетные формулы:

S n  —  У  Оц, Su — аи — 2  s« • 
1=1

su — (hilhu i — 2, 3, ..

aH ~  2  S‘‘SH
su = ------—------- , / =  2, 3, . . ., m,

su

i =  2, 3,

. m.

i =  2, 3,

.,m, (14)

(15)

- . , / - 1 . Об)

Подсчитаем сначала число умножений. Вычисления по формуле 
(14) требуют

3 0 - 1 ) = = ^

умножений. Вычисления по формуле (16) при каждом фиксирован
ном / требуют

2  ( » - 1) = - (/^ и/-
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умножений, а всего здесь требуется

2
1 = 2

( / - 2) 0 - 1)
■ 2  H k - \ )

т(т— 1) (т — 2)
4=1

умножений. Следовательно, общее число умножений
m(m — 1) | т (т— 1) (т — 2) т (т2 — 1)

Число делений, необходимых для вычислений по формулам 
(14) — (16), совпадает с числом наддиагональных элементов матри
цы 5 и равно т(т—1)/2.

Таким образом, общее число действий умножения и деления, не
обходимое для факторизации yi =  S*S,

т  ( т г  — 1) . т  ( т  — 1) __ т ( т  — 1) ( т  +  4) __т а

6 2 ~  6 "б"'
При больших т это число примерно в два раза меньше числа 

умножений и делений в прямом ходе метода Гаусса. Такое сокра
щение числа действий объясняется тем, что А — симметричная 
матрица. Заметим, что данный метод требует т операций извлече
ния корня.

Если матрица А факторизована в виде ^  =  S*S, то обратный 
ход метода квадратного корня состоит в последовательном реше
нии двух систем уравнений

S 'y = f ,  S x= y .
Решения этих систем находятся по рекуррентным формулам

/i~ 2  W l
yt = ---—---, 1 =  2,3......т,

sii
(17)

Ui =  f i/sn>
m

9 t ~  s  SH*I

' l l

Xm —  Ут/S m m ■
(18)

Вычисления по каждой из формул (17), (18) требуют т деле
ний и 0,5т(т—1) умножений. Следовательно, всего для обратного 
хода требуется т(т+  1) операций умножения и деления. Всего ме
тод квадратного корня при факторизации ,4 =  S*S требует

. , 1Ч , т(т— l)(m +  4) т (т* 4- 9т +  2)
т ( т  +  1Н ---- *------- ' -----------------о ь

операций умножения и деления и т операций извлечения квадрат
ного корня.
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§ 6. Обусловленность систем линейных алгебраических уравнений

1. Устойчивость системы линейных алгебраических уравнений.
При использовании численных методов для решения тех или иных 
математических задач необходимо различать свойства самой зада
чи и свойства вычислительного алгоритма, предназначенного для 
ее решения. Для каждой математической задачи принято рассмат
ривать вопрос о ее корректности. Говорят, что задача поставлена 
корректно, если ее решение существует и единственно и если оно 
непрерывно зависит от входных данных. Последнее свойство назы
вается также устойчивостью относительно входных данных. Сфор
мулированное здесь общее и не очень четкое определение коррект
ности должно уточняться при переходе к изучению конкретных 
классов математических задач. Так, хорошо известны определения 
и методы исследования корректности задачи Коши для систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений, корректная поста
новка типичных задач математической физики.

Корректность исходной математической задачи еще не гаранти
рует хороших свойств численного метода ее решения. Поэтому для 
корректно поставленных задач свойства численных методов долж
ны изучаться особо.

Отметим, что часто возникает необходимость численного реше
ния некорректно поставленных задач. Этот круг вопросов подроб
но освещен в книге [38].

В настоящем параграфе вопросы корректности исходной задачи 
и численных алгоритмов ее решения рассматриваются на примере 
системы линейных алгебраических уравнений

A x = f  (1)

с квадратной матрицей А порядка пг. Хорошо известно, что для 
каждого m-мерного вектора f решение х  задачи ( 1) существует 
тогда и только тогда, когда йе{Л=т^0. В этом случае можно опре
делить матрицу Л-1, обратную матрице Л, и записать решение в 
виде

х=А~%  (2 )

Для того чтобы убедиться в корректности задачи (1), необходи
мо еще установить непрерывную зависимость решения от входных 
данных. В связи с этим возникает по крайней мере два вопроса. 
Первый: что считать входными данными задачи (1), и второй: в ка
ком смысле следует понимать непрерывную зависимость? Ответ на 
первый вопрос очевиден: входными данными являются правая 
часть / и элементы ац, i, j =  1,2, . . . ,  m, матрицы Л. Соответственно 
различают устойчивость по правой части (когда возмущается толь
ко правая часть /, а матрица Л остается неизменной) и коэффи
циентную устойчивость (когда возмущается только матрица Л, 
а правая часть f остается неизменной).

Чтобы можно было говорить о непрерывной зависимости, необ
ходимо ввести на множестве m-мерных векторов ту или иную мет
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рику. Будем считать, что решение и правая часть задачи (1) при
надлежат линейному пространству Н, состоящему из т-мерных 
векторов (вещественных или комплексных — безразлично). Введем 
в Н норму ||-||; конкретный вид этой нормы сейчас не имеет значе
ния, важно лишь, чтобы выполнялись все аксиомы нормы:

||* ||>0  для любого О ф х^Н ,  ||0 | | = 0;
||,ах|| =  | се,| IU|| для любого числа а и любого х е Я ;
||х +  (/|| ^  11*11 +  ||г/|| для любых х, у ^ Н .
Нормой матрицы А, подчиненной данной норме вектора, назы

вается число
|Л|| =  sup 5^! 

о#*еН II-': || (3)

Из определений следует, что ||Лх|1^|[Л||||х!| для всех х е Я , 
||Л +  Б |К ||Л || +  ||£||, ||Л В |К ||Л ||||5 || для любых матриц Л, В\ ||£|| =  
=  1, где Е — единичная матрица. Наряду с основной системой 
уравнений ( 1 ) рассмотрим «возмущенную систему»

Ax =  f ,  (4)
которая отличается от (1) правой частью. Будем предполагать 
пока, что в матрицу Л возмущений не вносится. Нас интересует, 
насколько сильно может измениться решение х в результате изме
нения правой части. Обозначим

Ьх— х—х, б f =  f —f.

Говорят, что система (1) устойчива по правой части, если при 
любых /, f  справедлива оценка

ЦбхЦ^МЛб/11, (5)
где ATt> 0  — постоянная, не зависящая от правых частей f, f .  Оцен
ка (5) выражает факт непрерывной зависимости решения от пра
вой части, т. е. показывает, что ||6х||-»-0 при ||6/||-*-0. Наличие 
устойчивости очень важно при численном решении систем уравне
ний, поскольку почти никогда нельзя задать правую часть f точно, 
на самом деле вместо вектора f задается какой-то близкий ему 
вектор f .  Погрешность бf — f —f возникает, например, в результа
те погрешностей округления.

Легко показать, что если det Л 0, то система (1) устойчива по 
правой части. Действительно, из (1) и (4) следует уравнение для 
погрешности

Л (6х) = б /,
откуда получаем

б х = Л -1(б/),
11бх||^||Л-МП1б/||, (6)

т. е. выполняется неравенство (5) с константой М ,=  \\А-'\\. Заме
тим, что чем ближе к нулю определитель матрицы Л, тем больше 
постоянная и, следовательно, тем сильнее погрешность правой5 
части может исказить искомое решение.
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2. Число обусловленности. В оценку (5) входят абсолютные по
грешности решения 8 х = х —х и правой части бf = f —/. При реше
нии системы ( 1) на ЭВМ с плавающей запятой более естественны
ми характеристиками являются относительные погрешности

1Щ 1 l&Ll 
11/11 ’ 11*11 ‘

Получим оценку, выражающую относительную погрешность ре
шения через относительную погрешность правой части. Для этого 
используем неравенство

НЯКНЛ1111x11, (7)
которое следует из ( 1 ). Перемножив (6) и (7), 
оценке

придем к требуемой

т ^ м Ат , (8)
ii*ii i/ii

где
Ма = 1|Л-‘||||Л||. (9)

Число МА, входящее в эту оценку, называется числом обуслов
ленности матрицы А и характеризует степень зависимости отно
сительной погрешности решения от относительной погрешности 
правой части. Матрицы с большим числом обусловленности МА на
зываются плохо обусловленными матрицами. При численном ре
шении систем с плохо обусловленными матрицами возможно силь
ное накопление погрешностей.

Отметим следующие свойства числа обусловленности:
Г. МА^ 1 .
2°. MA^ \ X m̂ (A ) \ l \k min(A)\,

где Хюа1 (Л) и JwnmC^)—-соответственно наибольшее и наименьшее 
по модулю собственные числа матрицы А.

3°. МАВ̂ М АМВ.
Докажем свойство 2°. Число р(Л) = |Ятах(Л) | называется спект

ральным радиусом матрицы А. Покажем сначала, что для любой 
нормы вектора подчиненная ей норма матрицы удовлетворяет не
равенству

р(Л)<||Л||. (Ю)
Рассмотрим собственный вектор у матрицы А, отвечающий наи

большему по модулю собственному значению. Справедливо равен
ство

А у 7-тах ( Л ) У,
из которого следует, что

1!Лу|| =  | Vas (Л) | ||у||.
С другой стороны, \\Ау\\ ^  |]Л||||г/||, и, следовательно, ] (Л) | ^
^ ; 11Л||, т. е. получаем ( 10).

Поскольку ^ты(Л) является максимальным по модулю собст
венным значением матрицы Л~\ для него выполняется неравенство

|^,„(Л)|-1̂ ||Л-1||.
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Отсюда и из (10) следует свойство 2°. Заметим, что правая часть 
неравенства 2° не зависит от выбора нормы.

Существуют нормы и матрицы, для которых 2° выполняется со 
знаком равенства. Пусть Н — вещественное пространство со ска
лярным произведением

(У, о) =  2  УМ
_ _ _  t = i

и нормой \\у\\=^(у, у). Тогда н о р м а  с и м м е т р и ч н о й  м а т р и 
цы А с о в п а д а е т  с ее с п е к т р а л ь н ы м  р а д и у с о м :

1И|| = р(Л). ( 1 1 )
Действительно, пусть iH-fclfcLi— ортонормированный базис собственных 

векторов матрицы А и х е Я  — любой вектор. Разлагая х по базису {ц*}, по
лучим

т  т

* = 2  W k’ в*ii2= 2  сь
4=1 ft=i

и, далее,
я  а

а*= 2  сл л с  иАх'I2 = 2  $ х1
4=1 4=1

Отсюда имеем
||Лх[|^р2(Д)||х|Р,

т. е. ||Д |К р (/4 ) . Сопоставляя это неравенство с (10),  получаем (11).

Точно так же ||Л- '|| = р (Л-1) = | Хт1п (Л) | -1, и, следовательно,
АА д — | .̂тах H ) | / | W > 1 )|  ( 12)

для симметричной матрицы А и среднеквадратичной нормы векто
ра, IU||=yu, х).

Свойство 1° следует непосредственно из 2°, а свойство 3°— из 
аналогичного свойства матричных норм, ||Л В ||^||Л ||||В ||.

3. Полная оценка относительной погрешности. Предположим 
теперь, что в системе ( 1 ) возмущены как правая часть, так и коэф
фициенты. Рассмотрим наряду с (1) возмущенную систему

A x = f  (13)
и обозначим 8А = А —А, 8х = х —х , б/ = / —f.

Справедлива следующая теорема (см. [6]).
Т е о р е м а  1. Пусть матрица А имеет обратную и пусть выпол

нено условие
| |М ||< ||Л -‘||-‘. (14)

Тогда матрица А=А-{-8А имеет обратную и справедлива следую
щая оценка относительной погрешности:

II б* II ̂  МА ( \ \Щ , |6Ж П5)
11*11 ( Ш )  IИ Л 1 / 1 /

Л и п /
При доказательстве будет использована
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Л е м м а  1. Пусть С — квадратная матрица, удовлетворяющая 
условию ||С ||< 1  и Е — единичная матрица. Тогда существует мат
рица (Е-\-С)~\ причем

1( £  +  с г , ' « Т г ш г  <1в)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для л ю б о г о  в ек т о р а  х и м еем

|| (Е+С)х\\ =  ||*+СлсЦ М -\\С х \ \  ^  | | х | | - | | С | | | | х | |  =  (1 -Ц С Ц )  IWI =  б ||* || ,

где 6 = 1 —||С ||> 0 . Поэтому однородное уравнение { Е + С ) х =  0 имеет только 
нулевое решение: если (£  +  С)х — 0, то 0^о||*Ц  и * =  0. Поэтому в неравенстве

||{Е + О Д |3 * б |Ш | (17)
м о ж е м  о б о зн а ч и т ь  [ Е + С ) х = у ,  х = { Е + С ) ~ 1у  и п ер еп и са т ь  (1 7 )  в в и д е  l | i / l | ^  
е2»б || ( £ + C ) - 1 i/||. О т с ю д а  п ол уч и м

II (Е +  С)-1 у || <  - у  || </1| =  —  IIУ fl,

следовательно, выполнено (16).

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Докажем, что существует мат
рица, обратная матрице Л + 6Л. Имеем

Д =  Л+бЛ = Л (Д+Л^бЛ) = Л (Д+С),
где С = Л_1бЛ. По условию (14) имеем

||С|| = ||Л-,6 Л |К ||Л - 1|11|6Л||<1, (18)
поэтому согласно лемме 1 существует (Д-|-С)_1, а следовательно,
и А~*.

Нам осталось получить оценку (15). Представим 8х = х—х в 
виде bx = A.- 'f—A-'f = A - 1 ( / —/) +  (Л- 1—Л -1)/. Согласно (1) имеем 
f=Ax, поэтому

6х= (Ж-1А—E)x+A~'8f. (19)
Дальнейшие выкладки связаны с оценками норм матриц А~1А—Е 
и А~'. Обозначим

Д =  Д - М — Е. (20)
Имеем
д =  А - 1 А—Д = (Л + бЛ )-‘Л—Д = 1Л (Д +Л -‘бЛ) ]~'А— Д =

= (Д + С )-‘—Е, С = А -'М ,
А = (Д+С) - 1 (Д— (Д + С )) = — (Д+С) ~1С.

По лемме 1 получим
IIAN |М|'

1-IICII 1 -М " \8А\
(21)

так как ||С ||^ ||Л - ,||||бЛ||. Далее,
l - ,=  ( л + 6Л )-i= L Л (д + л -l6Л )]- i= ( д + f ; ) " ,л - ,

и
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Возвращаясь к (19), получим

П л - Щ Ц б л ц и  М - 1 111 5/11 
1 — 11 л-1 11II6ЛII _г 1 — ц л- 1 1111 ел I'

<1*1116Л( + 1б ,|).

Сделаем преобразование
l-H -M U M

л * ||< Щ м ||Ы |.

Тогда получим неравенство

16*1^
1М- 1 |Щх|| 

1 - М - 1 IIII Mi
»мц
МП

ш
11/11

которое совпадает с (15). Теорема 1 доказана.
4. Влияние погрешностей округления при решении систем ли

нейных алгебраических уравнений методом Гаусса. Метод Гаусса 
относится к прямым методам решения, поэтому он должен был бы 
давать точное решение задачи (1) за конечное число действий. Од
нако при задании на ЭВМ исходной информации (матрицы А, пра
вой части /) неизбежно вносятся погрешности округления. Поэто
му при проведении вычислений на ЭВМ точное решение почти ни
когда не достигается. Результирующая погрешность вычислений 
тем больше, чем выше порядок матрицы. Кроме того, точность вы
числений зависит и от вида матрицы. Например, велика погреш
ность при решении систем уравнений с определителем, близким к 
нулю.

Не надо думать, однако, что накопление погрешностей округ
ления делает непригодным метод Гаусса или другие численные ме
тоды. Ведь обычно требуется знать решение не абсолютно точно, 
а лишь с какой-то степенью точности. Важно, чтобы результирую
щая погрешность вычислений находилась в пределах заданной точ
ности. Для этого необходимо проводить анализ влияния погреш
ностей округления на точность алгоритма.

Поскольку полное проведение такого анализа весьма трудоемко 
и выходит за рамки данной книги, ограничимся лишь основными 
сведениями. Подробное изложение этого круга вопросов можно 
найти в книге [6].

Для большинства вычислительных алгоритмов влияние погреш
ностей округления можно учесть, рассматривая возмущенную си
стему (13). Считают, что решение системы (1), искаженное по
грешностями округления, совпадает с точным решением некоторой 
системы (13). Иначе говоря, процесс решения системы (1) с уче
том погрешностей округления эквивалентен точному решению не
которой возмущенной системы (13).

Предположим для простоты, что правая часть / задается точно. 
Пусть в результате погрешностей округления вместо точного ре-
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шения системы ( 1 ) получено точное решение возмущенной системы
A x = f. (22)

В этом случае матрица 6А = А —А называется матрицей экви
валентных возмущений. Каждому вычислительному алгоритму от
вечает своя матрица эквивалентных возмущений. Если известна 
оценка нормы матрицы 6/4, то погрешность, возникшую в резуль
тате погрешностей округления, можно оценить согласно (15), 
а именно

11 *11 Мл 16/4 |1 .23,
1*1 м 1 М Ц  М П  '

‘ - " - Щ

Отсюда видно, что на точность решения влияют два фактора: 
число обусловленности матрицы А и эквивалентное возмущение 
||6Л||/1|/41|. Чем больше числа МА и ||6/4||/||/4||, тем меньше точность 
решения. Подчеркнем, что число обусловленности не связано с ка
ким-либо численным алгоритмом, а характеризует только свойст
ва исходной системы (1). Величина эквивалентного возмущения оп
ределяется численным алгоритмом. Тем самым при рассмотрении 
конкретных алгоритмов необходимо получать оценки соответствую
щих эквивалентных возмущений.

Так, в результате факторизации A = LU по методу Гаусса реше
ние системы ( 1) сводится к решению двух систем

Ly = f, Ux = y

с треугольными матрицами. Погрешности округления приводят к 
тому, что вместо решения х системы Ux = y получаем решение х 
возмущенной системы Пх = у. Точно так же вместо решения у си
стемы Ly = f получаем решение у системы Ly = f. Таким образом, 
можно считать, что вместо исходной системы ( 1 ) точно решается 
возмущенная система A x = f, где A = LD. Чтобы найти матрицу А, 
надо выписать все формулы метода Гаусса, внести в них погреш
ности округления и получить тем самым матрицы L  и D. Далее 
следует оценить норму матрицы 5A = LU—LO. Опуская все эти 
весьма трудоемкие выкладки, приведем лишь окончательный ре
зультат (см. [6]).

Пусть t — число разрядов мантиссы в двоичном представлении 
чисел на ЭВМ с плавающей запятой, так что относительная по
грешность округления действительного числа есть величина по
рядка 2~‘. Тогда для эквивалентного возмущения метода Гаусса 
верна оценка

1А_.л 1 =  о (т .2Д  
ИЛ

где m — порядок матрицы.
Таким образом, накопление погрешностей округления при ре

шении систем линейных алгебраических уравнений методом Гаусса
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на ЭВМ с плавающей запятой приводит к тому, что искомое реше
ние определяется с относительной погрешностью

-Ц --  *! =  0{\ЛА • т ■ 2~1). (24)
1И

Отметим, что для машины БЭСМ-6 число 2~‘ равно приблизи
тельно 10-12.

Рассмотрим пример применения оценки (24). Пусть методом конечных раз
ностей решается краевая задача

и " (х )= — f(x), 0 < х < 1 ,  и(0) = « ( 1 )  = 0 . (25)

Введем равномерную сетку

шл= {xi = ih, i'=0, 1, ..., N, hN= 1} 
и заменим (25) разностной схемой второго порядка точности

ui+1 ui-1
' ~j~̂ — fit i — 1, 2, . . . ,  N — 1, Wo =  =  0. (26)

Казалось бы, чем меньше возьмем шаг Л, тем с большей точностью получим ре
шение задачи (25). Однако порядок m =  N— 1 системы линейных алгебраиче
ских уравнений (26) обратно пропорционален шагу h.  Значит, уменьшение ша
га h  приведет согласно (24) к увеличению погрешностей округления, и при не
котором значении h  погрешности округления могут превзойти погрешность 
разностного метода, пропорциональную №. Оценка (24) позволяет выбрать по
рядок шага Л, при котором погрешность округления еще не превосходит по
грешности метода. Остановимся на этом подробнее.

Поскольку матрица А системы (26) симметрична и положительно опреде
лена, ее число обусловленности равно отношению максимального собственного 
значения к минимальному, т. е.

МА =
•̂тах (А) 

Vin (А)
Как известно (см. п. 4 § 4 ч. I), для данной матрицы

Ш̂1п (А) = ^ 7 sin2 2 ■
л h

. (А) =  — cos2 
№

nh

поэтому

МА =  ctg2
. л h _ 4 ____/_1_

: я2/г2 ° [ Л2

Отсюда видно, что при малых h система (26) плохо обусловлена. Далее,
т = 0 (Л"

МА^ = 0 \ - ^

Поэтому правая часть равенства (24) оценивается как 0(2- ‘А- *). Для ТОГО 
чтобы погрешность округления имела тот же порядок, что и погрешность раз
ностного метода, достаточно потребовать 2~‘h~3 =-=0( №) , т. е. h —0 ( 2~ЧЬ). 
В частности, при 2- i = 1 0 -12 приходим к выводу о том, что нецелесообразно 
брать шаг h меньше, чем 0,001, так как в противном случае накопление по
грешностей округления может оказаться слишком велико.
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Г Л А В А  2
ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

§ 1. Примеры и канонический вид итерационных методов решения 
систем линейных алгебраических уравнений

1. Итерационные методы Якоби и Зейделя. Перейдем к изуче
нию итерационных методов решения систем линейных алгебраиче
ских уравнений. Будем рассматривать систему

Ax = f, (1)
где матрица Л = 1ау], i, /=  1, 2 , m, имеет обратную, х =
= О,, х2, . . . , хт)т, /=  (f4, f2, . . . , fm)T.

Рассмотрим сначала два примера итерационных методов. Для 
их построения предварительно преобразуем систему ( 1 ) к виду

X;
i_1 a- m a-- f-

■— У .  ~ ^ х , ~  V  - l L X l  +  ± ,  i = l , 2 ,  . . . .  п г
f i i  аи аи * и1= И-1

(2)

(при этом предполагается, что все ад отличны от нуля).
Условимся, как обычно, считать значение суммы равным нулю, 

если верхний предел суммирования меньше нижнего. Так, уравне
ние (2 ) при /=  1 имеет вид

В дальнейшем верхний индекс будет указывать номер итерации, 
например

„  /  п п rt \ТX ■— у . . .» Хпг) ,
где х”— п-я итерация i-й компоненты вектора х.

В методе Якоби исходят из записи системы в виде (2), причем 
итерации определяются следующим образом:

л=0, 1, . . . ,  я0, 1 = 1 , 2 , . . . ,  т.
Начальные значения х“, t = l ,  2, . . . , т  задаются произвольно. 

Окончание итераций определяется либо заданием максимального 
числа итераций па, либо условием

шах | х — х" | <  е,

где е > 0  — заданное число. Позже в § 2 будет показано, что при 
определенных условиях на матрицу А метод Якоби сходится, т. е. 
||х"—х ||->-0 при л->оо (здесь х — точное решение системы ( 1), 
а хп — приближенное решение, полученное на п-й итерации).
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И т е р а ц и о н н ы й  м ет од З е й д е л я  и м ее т  в и д

r ?+1 =  • . v  JL хпы _  у  J L xn +  lL
^  а„ 1 . 4 1 а,, ' а,-,i= 1 / =4-1

i =  1, 2 , . . . ,  m, п = 0, 1 , . . . ,  п0- (4 )

Чтобы понять, как находятся отсюда значения х?+1, г = 1, 2, . . .  
. . . ,  т ,  запишем подробнее первые два уравнения системы (4):

Первая компонента х"т1 вектора xn+l находится из уравнения 
(5) явным образом, для ее вычисления нужно знать вектор хп и 
значение /у. При нахождении х"+1 из уравнения (6) используются 
только что найденное значение х"+1 и известные значения хf,
/ =  3, . . . ,  пг, с предыдущей итерации. Таким образом, компоненты 
je?+1 вектора xn+i находятся из уравнения (4) последовательно, на
чиная с i =l .

2. Матричная запись методов Якоби и Зейделя. Для исследова
ния сходимости итерационных методов удобнее записывать их не в 
координатной, а в матричной форме. Представим матрицу А си
стемы ( 1 ) в виде суммы трех матриц

A = A l-\-D-\-A1, (7)

где D = d iag lau, a22, amm] — диагональная матрица с той же 
главной диагональю, что и матрица А, матрица А, — нижняя тре
угольная и матрица Аг — верхняя треугольная с нулевыми главны
ми диагоналями.

Например, при т = 3 матрицы А ь Аг, D имеют вид
'0 0 0 “ '0 ап а 13 аи 0 0 "

Аг — °21 0 0 » А2 — 0 0 аЧ3 . D = 0 а22 0
- а31 а32 0. _0 0 0 „ _0 0 Язз.

Представление системы (1) в форме (2) эквивалентно ее запи
си в виде матричного уравнения

x = —D-lA ix—D~lAix+ D - */.

Отсюда видно, что метод Якоби (3) в векторной записи выглядит 
следующим образом:

xn+i = —ZJ-MiX"—£>-М2л;п+ Д - 7 ,

или, что то же самое,
(8)DxnJrl+ ( A i-\-A1)xn = f.
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*"+' = _ Z )-y i1A-n+1̂ D - 4 2*n+ D -7
или

(D+Al)x*+l+ A i*" = f. (9)

Метод Зейделя (4) записывается в виде

Учитывая (7), методы (8) и (9) можно переписать соответст
венно в виде

D (хп« — хп) +  Ах'1 =  f, 
(D +  (хп^  — хп) +  Ахп =  }.

(10)
(И)

Из этой записи видно, что если итерационный метод сходится, 
то он сходится к решению исходной системы уравнений.

Очень часто для ускорения сходимости в итерационные методы 
вводят числовые параметры, которые зависят, вообще говоря, от 
номера итерации. Например, в методы (10), (11) можно ввести 
итерационные параметры T n + i  следующим образом:

D
Я+1

+  A x*= f,

уЛ-И __  rn
(DA-А,)------- -— \- Ахп =  /.

Tn+1

Способ выбора итерационных параметров выясняется при ис
следовании сходимости. В теории итерационных методов сущест
вует два круга вопросов: а) при каких значениях параметров ме
тод сходится, б) при каких значениях параметров сходимость бу
дет наиболее быстрой (соответствующие параметры называются 
оптимальными). В дальнейшем (см. § 4) мы подробнее остановим
ся на этих вопросах в связи с конкретными итерационными мето
дами.

Приведенные выше методы Якоби и Зейделя относятся к одно
шаговым итерационным методам, когда для нахождения хп+' тре
буется помнить только одну предыдущую итерацию хп. Иногда ис
пользуются и многошаговые итерационные методы, в которых x'l+l 
определяется через значения xh на двух и более предыдущих ите
рациях, т. е. xn+i = F[xn, хп~1, . . . , хп~‘\.

3. Каноническая форма одношаговых итерационных методов. 
На примере методов Якоби и Зейделя видно, что один и тот же 
итерационный метод можно записать многими различными спосо
бами. Поэтому целесообразно ввести какую-то стандартную форму 
записи итерационных методов. Условимся прежде всего записы 
вать итерационный метод не в координатной форме, а в матричной, 
Теперь хп будет обозначать вектор, полученный в результате п-й 
итерации.

Канонической формой одношагового итерационного метода р е
шения системы ( 1 ) называется его запись в виде

Bn+i *n+1 ~~ +  Ахп =  [, п =  0 , \ , . . . , п о. (12)
Trt-Hl
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Здесь Bn+i — матрица, задающая тот или иной итерационный 
метод, Тя+1 — итерационный параметр. Предполагается, что зада
но начальное приближение х„ и что существуют матрицы В^1, 
/1 = 1, 2, . . . , п0—1. Тогда из уравнения (12) можно последователь
но определить все хп, п= 1, 2, . . . , га0. Для нахождения хп+1 по из
вестным / и хп достаточно решить систему уравнений

Bn + 1-̂ n + l В л ,
где Fn= (Bn+1—Tn+lA)xn+ rn+lf.

Итерационный метод называют явным (неявным), если Вп = Е 
(Вп=А=Е), где Е — единичная матрица. Как правило, неявные ите
рационные методы имеет смысл применять лишь в том случае, 
когда каждую матрицу Вп обратить легче, чем исходную матри
цу А (т. е. когда решение системы уравнений с матрицей Вп тре
бует меньше машинной памяти или времени или алгоритмически 
проще, чем решение исходной системы). Например, в методе Зей- 
деля приходится обращать треугольную матрицу. В дальнейшем 
(см. § 4) будет показано, что преимуществом неявных методов яв
ляется более быстрая сходимость.

Итерационный метод ( 12 ) называется стационарным, если 
ВП+1 =  В и тп+ , =  т не зависят от номера итерации, и нестационар
ным — в противоположном случае.

Приведем еще несколько примеров итерационных методов. Методом про
стой итерации называют явный метод

■Ахп =  f (13)

с постоянным параметром т. Явный метод

Axn =  f (14)

с переменным параметром t„+ i называется итерационным методом Ричардсона. 
Для методов (13),  (14) известен способ выбора оптимальных итерационных 
параметров в том случае, когда А — симметричная положительно определенная 
матрица (см. § 6).

Обобщением метода Зейделя (11) является метод верхней релаксации

хп+1 Хп
(D +  со А ) -------------- +  Ахп =  / ,  (15)

СО

где с о > 0 — заданный числовой параметр. В § 2 будет показано, что в случае 
симметричной положительно определенной матрицы А метод (15) сходится нри 
0 « о < 2 .

Для получения расчетных формул перепишем (15) в виде

(£+соО-1Л|)хп+1=((1-оз)£-соВ-М2)х„ + соД-1/.
В покомпонентной записи получим 

^  аи
*?+1+ ® S  —  4 rl =

/=i в« пг а х
=  (1 — со) x'l — со ^  —  xf  +  со —  , / =  1, 2, . . . ,  /п.

. . а,-: ' а:,-
85



Отсюда последовательно, начиная с / = 1 ,  находим все X(n+1:
т а

7=2 °U 011
т  а  . Г

*"+1 =  — со —  x?+1 +  (1 — со) х *  —  со 2  “  Х 1  +  “  ~
2 «11 3 " ,  «22 «22/ —3

и т. д.
§ 2. Исследование сходимости итерационных методов

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений
Ax = f (1)

с невырожденной действительной матрицей А и одношаговый ста
ционарный итерационный метод, записанный в каноническом виде

B x™ Z ± + A x a =  f, п =  0 , 1 , . . . ,  (2)

где хй задан.
Говорят, что итерационный метод (2) сходится, если \\хп—х\\-+ 

->0 при /1->-оо. Под нормой вектора х будем понимать сейчас сред
неквадратичную норму

/ m \У*
\ Х  =4 2 */

\/=1
Решение х системы (1) будем рассматривать как элемент 

m-мерного евклидова пространства Н со скалярным произведе
нием

Ш
(и, о) =  2  UjVh 

/=1
При формулировке условий сходимости будут использоваться 

матричные неравенства. Для действительной матрицы С неравен
ство С > 0 означает, что (Сх, х) > 0  для всех х е Я , хФО. Из нера
венства С > 0  следует, что существует константа б > 0  такая, что 
{Сх, х )^6 \\х \\2.

Действительно, если С > 0  — симметричная матрица, то все ее 
собственные значения положительны и в качестве б можно взять 
минимальное собственное значение. Если С > 0 — несимметричная 
матрица, то для любого х е Я , хФО имеем

(Сх, x ) = j [{Сх, х) +  (х, Сх)] >  0,

где С' — матрица, транспонированная к С. Поэтому в качестве б 
можно взять минимальное собственное значение матрицы С„ = 
= 0,5(С+С*). Из оценки {Сх, х )^ б ||х ||2 следует, что существует 
матрица С-1. Неравенство С ^О  означает, что {Сх, х) ^ 0  для всех 

Если С^О , то С-1  может и не существовать.
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Перейдем к исследованию сходимости итерационного метода
(2). Погрешность метода на п-й итерации характеризуется векто
ром zn = xn—х, который согласно ( 1 ), (2 ) удовлетворяет однород
ному уравнению

Б Zn+1~ 2n + A zn =  0, п =  0, 1 , . . . ,  г0 =  х0 — х. (3) т
Т е о р е м а  1. Пусть А — симметричная положительно опреде

ленная матрица, т > 0  и пусть выполнено неравенство
В—0,5тЛ>0. (4)

Тогда итерационный метод (2) сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что среднеквадра

тичная норма решения zn уравнения (3) стремится к нулю при 
/г-voo и при любой начальной погрешности гй. Покажем сначала, 
что при условии (4) числовая последовательность Jn= (Azn, zn) 
является невозрастающей. Из уравнения (3) найдем

zn+l= (E ~ xB - 'A )zn, Azn+i = (А—xAB~'A)zn, 
откуда получим
(Azn+i, zn+l) =  (Azn, 2П) т (AB~iAzn, zn) —

—t (Az„, 5 ~M2„ )+ t2(AB~lAzn, AB~lAzn). 
Вследствие симметричности матрицы А имеем

(AB-lAzn, z„) =  (Azn, B -‘Azn),
поэтому

(Azn+i, zn+l) = (Azn, zn)—2x{{B—Q,bxA)B-lAzn, B~lAzn). (5) 
Отсюда, учитывая условие (4), получаем неравенство

(Azn+i, zn+1) <  (Azn, zn) .
Таким образом, числовая последовательность /„= (Az„, zn) мо

нотонна и ограничена снизу нулем. Следовательно, существует
lim Jn — J. (6)
П —*<х>

Далее, из положительной определенности матрицы В—0,5тЛ 
следует существование константы 6 > 0  такой, что

((В-0,5тЛ)В-М г„, B -lAzn) ^ b \ \B - lAzn\\2.
Отсюда и из (5) получаем неравенство

/„+i—/„ + 2бт||В_1Л2п||2^ 0.
Переходя в этом неравенстве к пределу при м->оо и учитывая (6), 
убеждаемся в том, что существует

Нш || wn I =  0,
п-*оо

где ш„ =  B~'Azn. Наконец, замечая, что А —-положительно опреде
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ленная и, следовательно, обратимая матрица, получим

и тем самым
zn = A~lBwn, ||2Л < |И - ‘Я||||и»я|| 

lim [| zn I =  0.

Теорема 1 доказана.
З а м е ч а н и е .  К а к  п о к а з а н о  в [3 2 , с. 5 2 7 ] ,  нри  у с л о в и я х  т ео р ем ы  1 д л я  

п о гр еш н о ст и  г„ = х „ —х и т е р а ц и о н н о г о  м е т о д а  (2 )  с п р а в е д л и в а  о ц ен к а

l | z „ | U < p n ||z 0|U ,

г д е  p s ( 0 ,  1 ) , ||z n IIл =  (Az„, tn)'1'. Э т а  о ц ен к а  о зн а ч а е т , ч то  м е т о д  с х о д и т с я  со  
ск о р о ст ь ю  гео м ет р и ч е ск о й  п р о гр есси и  с о  з н а м е н а т е л е м  р . К о н ст а н т а  р =  
=  (1 — 2 т б .б / | |ВЦ2) ’'1, г д е  6 —  м и н и м а л ь н о е  с о б с т в е н н о е  зн а ч ен и е  м атр и ц ы  А  в
6 .  —  м и н и м а л ь н о е  с о б с т в е н н о е  зн а ч ен и е  м атр и ц ы  0 ,5  ( В' +  В— хА).

Применим теорему 1 к конкретным итерационным методам, рас
смотренным в предыдущем параграфе. Метод Якоби имеет следую
щий канонический вид:

D(xn+i—xn)+ A xn = f, (7)

где D = diag[au, а22, . . . ,  amm]. Таким образом, в данном случае 
B = D, т=  1.

С л е д с т в и е  1. Пусть А — симметричная положительно опре
деленная матрица с диагональным преобладанием, т. е.

а ц > 2 1 ач |. i = l , 2 , . . . , т .  (8)

Тогда метод Якоби сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие сходимости (4) в данном случае 

имеет вид A<i2D. Покажем, что это матричное неравенство сле
дует из неравенств (8). Рассмотрим положительно определенную 
квадратичную форму

(Ах, х) =  ^  аИХ#1
1,/=1

и воспользуемся оценками

(Ах, 2  +  7  2  I ач 1х) =
l,i= 1 1,/'=1

=  {  2  \а-ч\*] +  \  2  1 °/ '1  хг
и =1 i.i=i

Из условий симметричности и положительной определенности мат
рицы А имеем ац=ац, а«>0, i, /=  1, 2, . . . ,  пг, и поэтому предыду
щая оценка приводит к неравенству

m m

(Ах, XX  2 1 ач I xi = 2 */ (S I ai> I + аи) • (9)
£,/=1 £=1 vVt /
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i — 1 , 2 , ..

Перепишем условие (8) в виде

an +  S  I аи I <  2а«> 
!¥=1

Тогда из неравенства (9) получим

т.

(Ах, х) <  2 ^  аих] =  2 (Ш, х),
1 = 1

что и требовалось.
С л е д с т в и е  2. Пусть А — симметричная положительно опре

деленная матрица. Тогда метод верхней релаксации

(D +  соА,) +  Axn =  fш
сходится при условии 0< со< 2. В частности, метод Зейделя (со = 1) 
сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Метод верхней релаксации приводится к 
каноническому виду (2) с В =  0  +  шЛ,, т=ш. Напомним, что исход
ная матрица А представляется в виде суммы A = D + Al+A2, где 
At— нижняя треугольная, Л2— верхняя треугольная и D — диаго
нальная матрицы (см. (7) из § 1). Для симметричной матрицы Л 
матрица Л2 является транспонированной к Аи поэтому

(Ах, х) = (Dx, х) +  (Л,х, х) +  (Агх, х) = (Dx, х) + 2  (Л{х, х ) . 
Условие сходимости (4) принимает вид 
(Вх, х )—0,5со(Лх, х) =
=  ((D + (oAt)x, х )—0,5co((Z)x, х)+ 2 (А,х, х)) =  (1—0,5ы) (Dx, л:) >  О 

и выполняется при 0< м < 2 .
Рассмотрим еще вопрос о сходимости метода простой итерации 

хм,л — х„
^ ---- n-  +  Axn =  f  (10)т

с симметричной положительно определенной матрицей Л. Согласно
(4) метод сходится при условии

Е—0,5тЛ > 0 . (11)

Какие ограничения на параметр т накладывает условие (11)? 
Пусть h, i — 1, 2, . . . ,  m,— собственные значения матрицы Л, рас
положенные в порядке возрастания. Условие (11) эквивалентно 
тому, что все собственные значения матрицы Е—0,5тЛ положитель
ны. Достаточно потребовать положительности минимального соб
ственного числа этой матрицы, равного 1—0,5тАт. Таким образом, 
итерационный метод ( 10) сходится, если

т < 2  Д та1, ( 12)
где Хта1 — максимальное собственное число матрицы Л.
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Условие ( 12 ) и необходимо для сходимости метода (10), т. е. 
если ( 12 ) нарушено, то найдется начальное приближение ха, при 
котором ||х„—х||-А0 при п—>-оо.

Докажем последнее утверждение. Возьмем в качестве началь
ного приближения вектор x0 = x-f-p, где х — точное решение зада
чи (1), а р — собственный вектор матрицы А, отвечающий собст
венному числу XmaI=X,m, т. е. Лц = Хтр. При таком выборе началь
ного приближения имеем z0 = x0—х=р. Из уравнения (3) при В = Е 
получим

zn = (Е—т Л)"20= (Е—тЛ)пр
и, следовательно, zn= ( 1—г%т)пц, ||z„||= 1 1—тА™|"||р,||.

Если т =  2Хт, то ||z„|| =  | | р | | п р и  «->-оо. Если же т >  2 
то |1—тЛщ,|>1 и ||zn||-voo при «-»-оо. Таким образом, условие (12) 
необходимо и достаточно для сходимости метода простой итера
ции ( 10).

В заключение параграфа отметим, что теория итерационных ме
тодов не заканчивается исследованием сходимости. При наличии 
хотя бы двух итерационных методов возникает вопрос о том, какой 
из этих методов сходится быстрее, т. е. для какого метода погреш
ность ||хп—х\\ станет меньше заданного числа е при меньшем чис
ле итераций п. Сюда же примыкает вопрос о нахождении итера
ционных параметров, минимизирующих число итераций, необходи
мых для получения заданной точности. Этот круг вопросов будет 
подробно рассмотрен в следующих параграфах.

§ 3. Необходимое и достаточное условие сходимости 
стационарных итерационных методов

1. Введение. Некоторые итерационные методы решения систем 
линейных алгебраических уравнений уже рассматривались в § 1 , 2 . 
Напомним необходимые для дальнейшего сведения.

Пусть дана система уравнений
Ax = l  (1)

где Л = 1ой], i, / = 1 , 2 , . . . , m,— вещественная квадратная матрица, 
имеющая обратную, и х=  (х„ хг, . . . , хт)Т, /=  (fl7 /2, . . . , fm)T. Кано
нической формой одношагового итерационного метода называется 
его запись в виде

Вп+1*п+1~ Хп + A x n=Lf, л =  0 , 1 , . . . ,  (2)
Тп+1

где п — номер итерации, х0 — заданное начальное приближение, 
хп= (*i> . . . ,  Хт)Т■ Матрицы Вп+1 и числа т„+,>0 задают тот
или иной конкретный итерационный метод.

В настоящем параграфе подробно рассматриваются стационар
ные итерационные методы

в ~ ------ b Ахп =  /, (3)т
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в которых матрица В и числовой параметр т не зависят от номера 
итерации п.

Погрешность итерационного метода (3) vn = xn—х, где х — точ
ное решение системы ( 1 ), удовлетворяет уравнению

В —------  +  Лу„ =  0, п =  0 , 1 , . . . ,  v0 =  x0 — x, (4)т
которое отличается от уравнения (3) лишь тем, что является одно
родным.

Сходимость итерационного метода (3) означает, что >-0 в не
которой норме при п->-оо. Переписывая уравнение (4) в разрешен
ной относительно ип+1 форме

vn+l = Svn, (5)
где

S = E—хВ~‘А, (6)

видим, что свойство сходимости итерационного метода целиком оп
ределяется матрицей S. Необходимые и достаточные условия схо
димости в терминах матрицы 5 приведены ниже в п. 3. Матрица S 
называется матрицей перехода от п-й итерации к ( я + 1)-й.

2. Норма матрицы. При исследовании сходимости будем рас
сматривать векторы хп и х как элементы m-мерного линейного про
странства Н, в котором введена норма ||х|| вектора х. Нормой мат
рицы А, подчиненной данной норме вектора, называется число

IIА 1 =  supхфа
Ах\
II* И

Норму вектора в пространстве Н можно ввести различным обра
зом. Нам прежде всего потребуется норма

IIX ||с =  шах |ЛГ;|.
1

Подчиненная ей норма матрицы А выражается через элементы мат
рицы А следующим образом:

\\А\\с=  шах 2  К | -  
/=1

Докажем это утверждение. Для любого вектора х справедливо неравенство

Ах ||с  =  шах

», е.

2  ач xi SI max | х - | max 2  \ a,, | =  
IS /S"! 1 IS'S'7! I_x

=  max 2  K /l II* lb l iS'S”i .l=i

шах 2  K /l II*Нс-' 1 » (7)
i=i
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Ч т о б ы  за в ер ш и т ь  д о к а з а т е л ь с т в о , д о с т а т о ч н о  п о ст р о и т ь  в ек тор  

=  (* J , .............* т ) Г > д л я  к о т о р о г о  в ы п о л н я ется  р а в е н ст в о

I! Ахо 11с =  ( "lax S  I aii U II*0 lie
/=1 J

П у с т ь  ф ун к ц и я
in

Фг = 2  I аи I’ i = 1. 2,
/=1

д о с т и г а е т  м а к си м у м а  при i=kt т. e .
m in

ш ах V  | A y | = 2  I « * / I-l<i<m Г- 1 ./=1 1=1
Р а с с м о т р и м  в ек т о р  Xo, и м ею щ и й  к о о р д и н а т ы

x„ _ l  !■ е с л и а Л/. > 0 ,

1 I —  1, есл и  akl- <  0 .

О ч ев и д н о , ч то  ll-^oll с  =  1- О ц ен и м  с н и з у  в ы р а ж е н и е  д л я  1 И * о ||с . И м еем

1 Аха ||с  =  ш ахl^i^m

m m
2  ачх) > 2  аыА
i=i 1=1

*0 =

(8)

О)

(Ю)

Д а л е е ,  и с х о д я  и з о п р е д е л е н и я  (1 0 )  в ек т о р а  xq, п ол уч и м

и, сл е д о в а т е л ь н о ,

т

2  V i
i=i

т т
2  % - * ° = 2  
/= 1 /= 1

т т
и Ахо Не >  2  I aki I = тах 2  I ai/ 1 •■ l^i<m ./=1 /=1

П о с л е д н е е  р а в е н ст в о  с п р а в е д л и в о  в си л у  ( 9 ) .  Т ем  са м ы м  н аш ли  в ек т о р  xQt 
д л я  к о т о р о г о

т

l Axo\\>  m ax  Y  К /  I Их ° Нс 1 ./=1
П о ск о л ь к у  д л я  к а ж д о г о  в ек т о р а  х с п р а в е д л и в о  п р о т и в о п о л о ж н о е  н ер а в ен 

ст в о  ( 7 ) ,  за к л ю ч а е м , ч то  д л я  ха с п р а в е д л и в о  р а в е н с т в о  ( 8 ) .

3. Теорема о сходимости итерационного метода. Справедлива 
Т е о р е м а  1. Итерационный метод (3) сходится при любом 

начальном приближении тогда и только тогда, когда все собствен
ные значения матрицы S= E —тВ~1А по модулю меньше единицы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим уравнение (4) для погреш
ности ц„=хп—х в виде (5) — (6). Докажем сначала необходимость 
условий теоремы 1. Предположим, что матрица 5  имеет собств ен 
ное число s, для которого | s | > l ,  и покажем, что в этом случае 
можно так подобрать начальное приближение х0, чтобы погреш
ность vn = xn—х неограниченно возрастала при /г-*-оо. Пусть р — 
собственный вектор матрицы S, отвечающий собственному числу
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s, | s | > l .  Возьмем в качестве начального приближения вектор 
*0 =  х+|х, так что начальная погрешность и0 =  р,. Тогда из уравне
ния (5) получим

ц„ = Snv0 = s"u0 = S"|X
и ||и„||'= |s|"||p||->oo при п-*-оо. Если | s | = 1, то ЦиГ1|| = ||[х||т^О при 
П—>-оо.

Доказательство достаточности условий теоремы 1 проведем 
сначала в предположении, что матрица S имеет т линейно неза
висимых собственных векторов. Пусть sk, k = \ ,  2, .....  m,— собст
венные числа матрицы S и 6=1, 2, т ,— отвечающие им 
линейно независимые собственные векторы. Разложим начальную 
погрешность va = x0—х по векторам р*:

Тогда получим

vo — 2
k—i

т

y„ =  S”y0 =  2  ckSnkVk.
k=i

В любой норме справедлива оценка

1М ^ р п2  1^ 11! п* II. (П)
Й=1

где р =  max | s* | —спектральный радиус матрицы S. Из оценки
( 1 1 ) в силу предположения теоремы 1 о том, что р < 1, и следует 
сходимость метода.

4. Продолжение доказательства. В общем случае, когда систе
ма собственных векторов матрицы S не является полной, доказа
тельство достаточности условий теоремы 1 проводится с помощью 
приведения S к жордановой форме. Напомним (см. [12], стр. 147), 
что для любой квадратной матрицы S порядка т существует невы
рожденная матрица Р такая, что матрица 5 = P~lSP имеет жорда- 
нову каноническую форму

г * 0 . . .  0 '

5  = 0 S,  . . .  0

0 0 . •
где Sk либо собственное число матрицы S, либо жорданова клетка, 
т. е. матрица вида

г®* 1 0 0 . . 0 -1
0 sk 1 0 . . 0

Sk =
0 0 0 0 . . 1

Lo 0 0 0 . Sk J
a sk — собственные числа матрицы S.
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Помимо обычной жордановой формы нам потребуется еще так 
называемая модифицированная жорданова форма матрицы S. 
Она строится следующим образом.

Применим к матрице S  преобразование подобия D~lSD с диа
гональной матрицей Z) =  diag[l, е, ет“']> где е — любое поло
жительное число. Нетрудно убедиться, что матрица

S = D-<SD
имеет ту же блочно-диагональную структуру, что и матрица S, 
однако жордановы клетки имеют теперь следующий вид:

Г 5/0 е 0 0 . . о  -

0 ч £ 0 . . 0

&  =
0 0 0 0 . . Б

L o 0 0 0 . S* J

Матрицы S и S связаны равенством
S =  Q-1SQ, Q =  PD. (12)

Матрица S имеет в каждой строке не более двух отличных от нуля 
элементов, поэтому

|] 5 ||с ^  р (5) +  е, (13)
где p(S) — спектральный радиус матрицы S, т. е.

p(S) =  max | Sk\.
l<Lk<Lm

Напомним, что согласно (10) из § 6 гл. 1 подчиненная норма 
матрицы удовлетворяет неравенству

IIS||>p(S). (И)

Покажем теперь, что можно найти такую норму вектора, для 
которой подчиненная норма матрицы станет сколь угодно близкой 
к ее спектральному радиусу. Точнее, справедливо следующее 
утверждение.

Л е м м а  1. Для любого е > 0  существует норма ||-||, вектора 
такая, что для подчиненной нормы матрицы справедливо неравен' 
ство

||iS ||.^p(S)+e. (15)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся преобразованием (12) и 

определим норму вектора ||-|1* равенством
11г/||.= [IQ~'«/llc

для любого вектора г/еЯ. Для подчиненной нормы 
имеем

Sy II
! ̂  «*=  sup

Уго || У
WQ-'SyWcsup---------- .

уфо IIQ 1У 11с

матрицы S
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Обозначая Q~ly = x и учитывая (12), (13), получим отсюда
И Q~lSQx ||с

sup-----------
II х 11с

tS x  ||сsup------
^ 0  I* He

=  IS ||c ^  p (5) +  e,

что и требовалось.
Завершим доказательство теоремы 1. Из уравнения (5) полу

чим
vn = Snv0, п = 0 , 1 , . . .  (16)

Пусть ||-Ц* — норма, для которой выполнено неравенство (15). 
По условию теоремы p ( S ) d ,  поэтому существует е > 0  такое, что 
||5 ||.^ p (S ) + е ^ < 7<  1. Из (16) получим оценку

|ил|.^ ||5 |П к 1 1 ^ < р |К 1 .. (17)
из которой следует, что ||и„||,-»-0 при любых начальных приближе
ниях.

§ 4. Оценки скорости сходимости 
стационарных итерационных методов

1 . Скорость сходимости итерационного метода. При практиче
ском использовании итерационных методов важен не только сам 
факт сходимости, но и скорость, с которой приближенное решение 
сходится к точному. Так как при численном решении всегда осу
ществляется конечное число итераций, необходимо знать, во сколь
ко раз уменьшается начальная погрешность после проведения за
данного числа итераций. Ответить на эти вопросы позволяет ана
лиз оценок погрешности итерационного метода.

В предыдущем параграфе при доказательстве теоремы 1 была 
получена оценка (17), которую можно переписать в виде

\\хп—x lld ^ lU n —-VIU, п = 0, 1, . . . ,  ( 1 )

где <7g (0, 1). Если для погрешности итерационного метода выпол
няются оценки вида ( 1), то говорят, что метод сходится со ско
ростью геометрической прогрессии со знаменателем q.

Используя оценку (1), можно определить число итераций, до
статочное для того, чтобы начальная погрешность уменьшилась в 
заданное число раз. Действительно, зададим произвольное е > 0  
и потребуем, чтобы qn<ie, т. е. чтобы

п > п 0 (s) =  | - (1/е) . (2)
Ь (1/9)

Тогда из (1) получим, что

\\хп—х||,Се||*о—* 11'.,

т. е. после проведения п0(е) итераций начальная погрешность 
||*о—*11. уменьшилась в е-1 раз. Целая часть числа п0(е) называ
ется минимальным числом итераций, необходимым для получения 
заданной точности е.
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Выражение 1п(1/у), находящееся в знаменателе числа га0(е), 
называется скоростью сходимости итерационного метода. Ско
рость сходимости целиком определяется свойствами матрицы пе
рехода 5 и не зависит ни от номера итерации п, ни от выбора на
чального приближения Ха, ни от задаваемой точности е. Качество 
различных итерационных методов сравнивают обычно по их скоро
сти сходимости: чем выше скорость сходимости, тем лучше метод.

2. Оценки скорости сходимости в случае симметричных матриц 
А и В. Продолжим изучение итерационных методов решения си
стем линейных алгебраических уравнений

Ax = f. (3)
Будем по-прежнему рассматривать стационарные одношаговые 
итерационные методы

+ A x n = f .  (4)т
Теорема о сходимости, доказанная в предыдущем параграфе, 

имеет принципиальное теоретическое значение и накладывает ми
нимальные ограничения на матрицы А я В. Однако ее непосредст
венное применение к конкретным итерационным методам не всег
да возможно, так как отыскание или исследование спектра матри
цы S = E—тВ~1А является, как правило, более трудной задачей, 
чем решение системы (3).

В настоящем параграфе будет доказана теорема, в которой 
условия сходимости формулируются в виде легко проверяемых 
матричных неравенств, связывающих матрицы А и В. Аналогич
ная теорема о сходимости была доказана в § 2 , однако там не бы
ли получены оценки скорости сходимости.

Будем рассматривать решение х системы (3) и последователь
ные приближения хп как элементы конечномерного линейного про
странства Н, а матрицы А, В и другие — как операторы, действую
щие в пространстве Н. Предположим, что в Н введены скаляр
ное произведение (у, о) и норма ||у||=У(у, у). Для двух симмет
ричных матриц А я В неравенство А ^ В  означает, что {Ах, х 
^  {Вх, х) для всех х е Я . В случае симметричной положительно 
определенной матрицы D будем обозначать ||у||с = УФу, у).

Т е о р е м а  1. Пусть А и В — симметричные положительно 
определенные матрицы, для которых справедливы неравенства

^ В ^ А ^ г В ,  (5)

где Yi, Чг— положительные постоянные, y2>4i- При
т = 2/ ( ч,+ ч2) (6)

итерационный метод (4) сходится и для погрешности справедливы 
оценки

\\хп — х\\А sSprtK  — -Ф, п =  0, 1, . . . ,  (7)
I %п X |я 5С] рп || Хд х ||в, п =  0, 1 , . . . ,  (8)
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где ||у ||a = ̂ ( A v, v ), \\v \\b = ̂ ( B v , v ) u

P 1 - 6
1 +  6

.Yi
T2

(9)

Доказательство теоремы 1 будет дано в п. 4. Сделаем необхо
димые замечания и приведем следствия из этой теоремы.

Рассмотрим обобщенную задачу на собственные значения
Лр =  АДр. ( 10)

Если для матриц А и В выполнены неравенства (5), то из (10) 
для любого собственного вектора получим неравенства

Tfi(fip, р) <  (Лр, р) =М £р, Р-) Н-)-
Отсюда следует, что

Y iSamin(S-M ), Ъ Ж *  ЛВ~1А), (11)

где Хшщ(5- М) и Хтгл{В~1А ) — минимальное и максимальное соб< 
ственные числа задачи ( 10).

Таким образом, наиболее точными константами, с которыми 
выполняются неравенства (5), являются константы

Y l = ^ m i n ( 5 - M ) ,  Y2= 7 , m a x ( S - M ) .

В этом случае параметр
___________________ 2______________

Т° ~  (^А )  +  (В-1 А)

называется оптимальным итерационным параметром, так как 
минимизирует величину

- 6  
1 +  6 ’

он

на множестве всех положительных у2, удовлетворяющих усло
виям ( 1 1 ).

Пусть А,тт(Л) и А,тах(Л)— соответственно минимальное и мак
симальное собственные значения матрицы А.

С л е д с т в и е  1. Если АТ= А > 0, то для метода простой ите
рации

+ Axn =  f (12)

при Т =  Т 0 = справедлива оценка

гое р0 ==

m̂ln М) +  г̂пах (А)
1 Хп — X 1 SS pj I Х0 — X ||,

-I t ^mir( )̂
1 + 6 ■М)

(13)
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С л е д с т в и е  2. Для симметричной матрицы А и т„ =  
•=2/(Хт 1п(Л) +А,таДЛ)) справедливо равенство

где р0 i - i  
1 + 1

\\Е— т0Л|| =  р0, 
(А)

В приложениях часто встречаются задачи с плохо обусловлен
ной матрицей А, когда отношение tana* (Л) Ami „(Л) велико. В этом 
случае число р„ близко к единице и метод простой итерации схо
дится медленно. Оценим число итераций п0(е), которое требуется 
в случае малых £ для достижения заданной точности е, т. е. для 
получения оценки

[рх„—х||<е||х0—*11-
Из условия р0п*<е получаем, что п ^ п 0(е), где

In (1/е)(е)
1п(1/р0)

и при малых |  имеем

« о  (е )
In (1/£) 

21
(14)

Таким образом, метод простой итерации (12) в случае малых £ 
является медленно сходящимся методом. Ускорить сходимость 
итерационных методов можно двумя способами: во-первых, за 
счет применения неявных итерационных методов (4), когда Вф Е , 
и, во-вторых, оставаясь в классе явных методов, можно выбрать 
т = тп зависящим от номера итерации и таким, чтобы уменьшить 
общее число итераций. Применяется и комбинация этих двух спо
собов, т е. используются неявные итерационные методы с пере
менными итерационными параметрами.

Использование неявных итерационных методов (4) объясняет
ся тем, что при соответствующем выборе матрицы В отношение 
с W S -M ) й й й6= - ------- :----  для обобщенной задачи на собственные значения

( 10) будет больше, чем отношение г̂т,|п
+iax

(А)

(А)
3. Правила действий с матричными неравенствами. Прежде 

чем переходить к доказательству теоремы 1, приведем необходи
мые для дальнейшего сведения из линейной алгебры.

1) Если А — вещественная симметричная матрица, то сущест
вует ортогональная матрица Q (г. е. QT=Q~’) такая, что A = Qr AQ, 
где А — диагональная матрица. На главной диагонали матрицы А 
находятся собственные значения матрицы А. Доказательство см. 
в [12, с. 156].

2) Для симметричной матрицы А неравенство Л ^О  (Л > 0) 
эквивалентно неотрицательности (положительности) всех ее соб
ственных значений.
98



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя свойство 1), получим для лю
бого х е / / ,  что

т

(Ах, х) =  (QTAQx, х) =  (AQx, Qx) =  ^  ку],
1 = 1

где %i — собственные числа матрицы А и г/, — i-я компонента век
тора y = Qx. Отсюда сразу следует, что если все Х ^ О  (ХЛ>0), то 
(Ах, х ) ^ 0  для любого г е / /  ((Ах, х) > 0  для любого х=А=0). Об
ратно, пусть Xj — любое собственное число матрицы А. Зададим 
вектор у, у которого все компоненты кроме /-й равны нулю, а у,— 
=  1. Так как матрица Q~l = QT существует, для заданного вектора 
у найдется вектор х е Я  такой, что Qx = y. Но тогда

0 <  (Ах, х) = (Ау, у) =Х;,
т. е. Xj^O.

3) Если А Т= А > 0 , т о  существует А-1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно 2) все собственные числа мат

рицы А положительны, следовательно, detA=A=0 и существует А-1.
4) Для симметричной матрицы S и любого числа р > 0  эквива

лентны следующие матричные неравенства:
— p E ^ S ^ p E ,  (15)

Sas^p2£. (16)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно свойству 2) условие (15) экви

валентно неравенствам
| sa|< P ,  /г= 1 , 2 , . . . ,  m,

где sk —- собственные числа матрицы S. Отсюда получаем ^ р “, 
k=  1 , 2 , . . . ,  m, что в свою очередь эквивалентно (16).

5) Если АГ=Л и Л^гО (А > 0), то существует матрица В, об
ладающая следующими свойствами:

Вг = А, ВТ = В, В ^  0 (В> 0). (17)
Эта матрица называется квадратным корнем из матрицы А и 

обозначается Л1/2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Xi — собственные числа матрицы 

Л, t = l ,  2, . . . ,  m. Согласно свойству 1) существует ортогональная 
матрица Q такая, что

QAQr =  A=diag[X1, Хг, Xml-

Поскольку все Xi неотрицательны, можно определить матрицу Аиг 
как

А1/1 =  diag[УХь У К  - ••> УМ-
Тогда матрица B = QTAl,2Q обладает свойствами (17).

6) Пусть ЛТ=Л и L — невырожденная матрица. Тогда эквива
лентны неравенства

Л ^О , LTAL^zO.
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Аналогично, эквивалентны строгие неравенства
Л > 0 , LTA L >  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для любого х ^ Н  имеем (LTALx , я) = 
=  (ALx, Lx). Значит, LTAL^O ,  если ЛТ^О. Докажем обратное. Так 
как L-1  существует, любой х е Я  можно представить в виде x = Ly, 
где y = L~lx. Тогда получим

(Ах, х) = (LTALy, y ) ^ z 0,
т. е. Л^О.

7) Если А и В — симметричные и L — невырожденная матри
цы, то эквивалентны неравенства

Л ^ В , LTA L ^ L TBL.

Доказательство следует немедленно из (6).
8) Пусть СТ= С > 0 и а, (3 — любые действительные числа. Тог

да эквивалентны неравенства
аС~^$Е, a В ^ р С -1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно 5) существует матрица С1/2 = 
= (С,/2)Г> 0 . Используя свойство 7), перейдем от первого неравен
ства ко второму с помощью следующей цепочки эквивалентных 
неравенств:

а (СГ%) С (С'А) р (С~'Л) (С~'л),
а (С-'ЛС%) (С%С~%) 5* PC"1, 

аЕ Ут; PC-1.

9) Пусть ЛГ= Л >  0, ВТ = В >  0, а  и р —любые действительные 
числа. Тогда эквивалентны неравенства

а Л̂ =г[ЗВ, аВ_1^ р Л _‘.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножая первое неравенство слева и 

справа на В-1/2, перейдем к эквивалентному неравенству
« С > р £ , С =  В -1/2ЛВ-1/2.

Согласно 8) последнее неравенство эквивалентно неравенству 
а В ^ р С -1, т. е.

а £ ^ р В 1/2Л -‘5 1/2,
умножая которое слева и справа на В~'п, получим ссВ- 1^ р Л -1.

4. Доказательство теоремы 1. Уравнение для погрешности vn =  
= хп—х имеет вид

a ""*1 -  -  + A v n =  0, л =  0, 1........ (18)
т

и0 = х0—х,
откуда получим

цп+1 = 5 у„, S = B—тВ_,Л.
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Л е м м а  1. Пусть А и В — симметричные положительно опре
деленные матрицы и р > 0  — число. Матричные неравенства

В <  A sg В (20)т т
необходимы и достаточны для того, чтобы при любых v0<=H для 
решения задачи (18) выполнялась оценка

I IU n + i lL C p Il fJ U ,  п  =  0, 1, . . .  (21)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценку (21) можно записать в виде

II Wn+I || <  pllojjl1, (22)

где wn = A l/2vn, ||и>п||=У(и>„, wn). Из (19) получим, что функция 
wn удовлетворяет уравнению

w„+t = Swn, (23)

где S = A i/2SA~i/2 = E—тС, С = А 1/2В~'А,/2. Для решения этого урав
нения в силу симметричности матрицы S  имеем

||шп+1||2= (5wn, Swn) =  (S2wn, wn).

Тем самым оценка (22) эквивалентна неравенству
32̂ р 2Е (24)

и остается доказать эквивалентность неравенств (20) и (24).
Согласно свойству 4) из п. 3, неравенство (24) эквивалентно 

двум матричным неравенствам
—р Е ^ З ^ р Е

или

т т
Так как С=А1/2В~’А,/2 — симметричная положительно определен
ная матрица, согласно свойству 8) из п. 3, в этих неравенствах 
можно перейти к обратным матрицам, т. е. записать, что

С' 1 <  Е <  С~\
X X

Подставляя сюда выражение для С, получим

А~'лВА~'а s c f s c  А~'ЛВА~'/г.
т т

Умножая последние неравенства слева и справа на А 1П (см. свой
ство 6) из п. 3), приходим к неравенствам (20). Лемма 1 доказана.

Л е м м а  2. При тех же условиях что и в лемме 1, неравенства 
(20) необходимы и достаточны для выполнения оценки

II*Vh IIb< p IIi' J b, я = 0, 1, . . .  (25)
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Доказательство проводится почти так же, как и в лемме 1, 
только в качестве wn надо взять вектор Bl/2vn, а в качестве С — 
матрицу

Для доказательства теоремы 1 теперь достаточно заметить, 
что матричные неравенства (5) можно переписать в виде (20), где

- 5
i +  i ’ Та Vi +  Та

После этого замечания утверждение теоремы 1 следует из 
лемм 1 и 2 .

5. Оценка погрешности в случае несимметричной матрицы В.
Пусть задана любая симметричная положительно определенная 
матрица D. Обозначим через S матрицу перехода итерационного 
метода (4), т. е. S = E—хВ~'А, и через — погрешность метода, 
vn = xn—х. Для исследования сходимости итерационных методов в 
случае несимметричных матриц А я В может оказаться полезной 
следующая простая

Л е м м а  3. Если В~1 существует, то для выполнения оценок
H«n+illD<pllfnL, п = 0, 1, . . .  (26)

необходимо и достаточно выполнение матричного неравенства
р 2D ^ S TDS. (27)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая уравнение для погрешности 
(19), перепишем (26) в виде

(DSvn, Svn)^sp2(Dvn, vn)
или

р2(Dvn, vn) ^ ( S TDSvn, vn), n = 0, 1, .. .

Так как va произвольно, отсюда следует (27).
Обратно, если выполнено (27), то

|| Van|]Ъ =  (Dvn+1, Van) =  (STDSvn, vn) <  p2 (Dun, vn) =  p21 Vn |d, 
t . e. приходим к (26).

В следующей теореме сформулированы достаточные условия 
сходимости метода (4) в случае несимметричной матрицы В.

Т е о р е м а  2. Пусть А — симметричная положительно опреде
ленная матрица и В — невырожденная матрица. Если выполнено 
матричное неравенство

В— ЬЁ — — A 5 s BTA~1B (28)2 2 2т
с константой р е ( 0, 1), не зависящей от п, то итерационный метод 
(4) сходится и для погрешности справедлива оценка

IU„—л:||а^ рп||а-0—х||л. (29)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что выполнены 

условия леммы 3 при D = A. Запишем неравенство (27) для D = A
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в виде
р (£—тЛВг- V  (Е—хВ-'А).

Раскрывая скобки в правой части этого неравенства, получим
тА (В7- 1 + В -1) А >  (1 -р 2) А+х*А В ^АВ-*А. (30)

Согласно свойству 7) матричных неравенств можно умножить 
каждую часть неравенства (30) справа на матрицу L = A~lB и од
новременно слева — на матрицу LT= B TA~'. Тогда получим эквива
лентное (30) неравенство

т (В+Вт) (1— р2) ВтА-'В+т2А ,
которое совпадает с (28). Таким образом, из (28) следует (27) и 
согласно лемме 3 — оценка (29). Поскольку р е (0 , 1), из оценки 
(29) получаем, что ||х„—jc|L->0 при n-э-оо, т. е. метод (4) сходится. 
Теорема 2 доказана.

З а м е ч а н и е .  Лемма 3 и теорема 2 остаются справедливыми 
и в случае комплексных матриц А и В, если только заменить S T 
и Вт на матрицы S* и В \  комплексно сопряженные с матрицами 
S и В. В частности, условие (28) принимает вид

В0 — (31)
где Ва = 0,5(В+В').

§ 5. Многочлены Чебышева

1. Многочлен Чебышева на отрезке [—1, 1]. В ряде вопросов 
численного анализа, связанных с проблемой минимизации погреш
ности вычислительного алгоритма, нашли применение многочлены, 
наименее уклоняющиеся от нуля.

Рассмотрим следующую задачу: среди всех многочленов сте
пени п со старшим коэффициентом 1 найти такой многочлен Тп(х), 
для которого величина

max \Тп{х)\

является минимальной. Многочлен, обладающий этим свойством, 
называется многочленом, наименее уклоняющимся от нуля на от
резке [ — 1, 1] или многочленом Чебышева. В этом параграфе бу
дет показано, что функция

Тп(х) = 2 ‘“n cos(rc arccos х) (1)
является многочленом Чебышева.

Рассмотрим сначала функцию
Рп(х) = cos(п arccosх), (2)

которая отличается от Тп(х) только постоянным множителем. 
Проводя преобразование
cos ( (n + 1 ) arccos х) +cos ((п— 1) arccos х) =

= 2 cos (п arccos х) cos (arccos х) = 2хРп (х),
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убеждаемся в том, что справедливо рекуррентное соотношение
Я„+, (х) —2хРп (х) +Рп-, (х) = 0. (3)

Кроме того, согласно (2) имеем Р0(х) = 1, Р1(х)=х. Отсюда и из
(3) по индукции легко доказать, что Рп(х) — многочлен степени п 
со старшим коэффициентом 2”_1, п=  1, 2, .. .  Следовательно, 
Тп(х) — многочлен степени п со старшим коэффициентом 1.

З а м е ч а н и е .  Для вещественных х правая часть выражения (1) опреде
лена только при | х |^ 1 .  Если | х |^ 1 ,  то многочлен Тп (х) доопределяется фор
мулой

Тп (х) =  2_га ((х +  V х ^ Г \ ) п +  (х - У ^ Г \ ) п).

Возможность такого доопределения объясняется тем, что для любого комплекс
ного числа z  справедливо тождество

cos (п arccos z) =  0,5 ((z +  У  z1 — 1)га +  (z — У z2 — l)'1).

Корни многочлена Тп(х) расположены в точках
(2k + 1) к , л .Xu =  cos ̂ ----—-— , 6 =  0, 1 —

2 n 1 , (4)

а экстремумы — в точках
x. =  cos — , k =  0, \ , n, R n (5)

причем
7’n( ^ )  = ( - l ) ft2‘-", 6 = 0 , 1 , . . . , « .  

•Следовательно,
(6 )

max |Г,г(л')| =  2l_ft.
jce[-i,i] (7)

Докажем теперь, что среди всех многочленов степени п со
старшим коэффициентом 1 многочлен Тп(х) наименее уклоняется 
от нуля на отрезке [—1, 1]. Пусть Q„(x)— любой многочлен сте
пени п со старшим коэффициентом 1. Обозначим

I Qn || =  max | Q,,(*)|-*e[—l.i]
Л е м м а  1. Пусть существует система точек

— K * ; s S C i <  <  х[< х'0^  1 (8)
такая, что

I Qn (x'k) I =  I Qn II, k =  0, 1 ........ n, (9

причем числа Qn(x'k) имеют чередующиеся знаки. Тогда среди 
всех многочленов степени п со старшим коэффициентом 1 много
член Qn(x) наименее уклоняется от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим обратное, т. е. что суще
ствует многочлен Qn(x) степени п со старшим коэффициентом 1, 
для которого H^nlKIIQJ и, следовательно,

!<?»(*) | ClIQnll (Ю)
S04

с константой ре(Д, у ,  не зависящей от п, то итерационный метод
( 4 )  сх о д и т ся  и д л я  п о г р е ш н о ст и  с п р а в е д л и в а  о ц е н к а

\\хп—x lL ^ p nl|x-0—х\\А. (29)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что выполнены 

условия леммы 3 при D=A. Запишем неравенство (27) для D=A
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для всех х е [ —1, 1]. Рассмотрим функцию R(x) = Qn(x)—Qn(x), 
которая является многочленом степени п—-1, отличным от тожде
ственного нуля. Согласно условию леммы числа Q„ (х̂ ) имеют че
редующиеся знаки. Пусть для определенности

Q»(%) =  ( -  i)*||Q4  fe =  o, l, . . . .  п
(случай, когда Qn(xk) = (—l) ft+lIIQJI рассматривается аналогично). 
Тогда

R(x'k) =  (— 1 )* ilQrtII —  Qn(-«*)» k =  0, 1, . . . ,  n
и согласно (10) получим, что многочлен R(x) на отрезке [ — 1, 1] 
меняет знак п раз, т. е. имеет п корней. Но это невозможно пото
му, что R(x) — многочлен степени п— 1, отличный от тождествен
ного нуля. Полученное противоречие и доказывает лемму 1.

З а м е ч а н и е .  Справедливо утверждение, обратное лемме 1: если Qn(x) — 
многочлен со старшим коэффициентом 1, наименее уклоняющийся от нуля на 
[— 1, 1], то найдется система точек (8), для которой выполняются равенства 
(9), причем числа Qn (x //) имеют чередующиеся знаки.

На доказательстве этого утверждения останавливаться не будем.

Согласно (6), (7) многочлен Тп(х) удовлетворяет всем усло
виям леммы 1 , поэтому он наименее уклоняется от нуля на отрез
ке [—1, 1 ] среди всех многочленов степени п со старшим коэффи
циентом 1 .

2. Случай произвольного отрезка. Иногда требуется найти мно
гочлен, наименее уклоняющийся от нуля на заданном отрезке 
[а, Ь\, среди всех многочленов степени п со старшим коэффициен
том 1. Эта задача сводится к предыдущей с помощью замены

, 2 Ь +  а
t  — --- X ----1— ,

b — а Ь — а

переводящей отрезок а ^ х ^ Ь  в отрезок —l ^ ^ c i .  При такой за
мене многочлен Чебышева

Tn(t) =2'~п cos(n arccos t) (11)
преобразуется к виду

Fn (х) =  21"'1 cos (п arccos -2- ~  ь̂ \ ,

причем коэффициент при хп оказывается равным 2п/(Ь—а)п. Сле
довательно, многочленом, наименее уклоняющимся от нуля на 
[а, Ь], среди всех многочленов степени п со старшим коэффициен
том 1 является многочлен

Тп (х) =  —— — cos (п arccos 2х b̂ а̂2%n~i  ̂ ь — а

Корни этого многочлена расположены в точках
а-\-Ь . Ь — а ( 2 £ + 1 ) я  , п ,Xk — ~ — 1— — cosv ^ — , k — 0, п-

2 п

(12)

(1 3 )



max | Т„ (х) | =  (6 — Q)_ ^
хе[а,й] 22л_1

а е г о  м а к с и м а л ь н о е  о т к л о н е н и е  от  н у л я  р а в н о

(14)

3. Другая нормировка многочленов Чебышева. В теории ите
рационных методов возникает следующая задача: найти много
член Рп(х) степени п, наименее уклоняющийся от нуля на [а, b], 
среди всех многочленов степени п, принимающих при х= 0  значе
ние 1. Ясно, что искомый многочлен отличается от многочлена
( 12) только нормировкой, т. е.

Рл( х ) = ^ ^ - .  (15)
Тп ( 0)

Будем считать в дальнейшем, что Гп(0)+=0.
Е сл и  Т п (0 )= 0 , то  з а д а ч а  не и м еет  р еш ен и я  в  к л а с с е  м н о го ч л ен о в  з а д а н 

ной  степ ен и  л . Н а п р и м е р , д л я  м н о го ч л ен а  п ер во й  степ ен и  Pi(x) = а х + 1  им еем

m a x  Ц Ру (х) | =  1 +  1 а  |
X < = [- L , l l

и м и ни м ум  д о с т и г а е т с я  при  я = 0. Н о  при  э то м  Р > (х ) п е р е с т а е т  б ы ть  м н о го ч л е
ном  п ер во й  степ ени .

Из (12), (15) получим при Ь > а > 0, что
2х —  (Ь +  а)Рп (х) =  рп cos п arccos

где

Обозначая

получим

р п =  c o s  п  a r c c o s

b  —  а  

b  +  a + - 1

) •
(16)

s = - Ро =

а —  b

i - i
1 +  5

рп =  cos In arccos
( - г )

(17)

(18)

Для дальнейших преобразований воспользуемся тождествами 
cos (п arccos (— г)) =  (— 1)" cos (п arccos z) —

=  ( - l ) n0,5 ((г +  V * = T ) n +  ( г -  Y ? = ! ) " ) .  (19) 
При 2 = p~‘ имеем

Y z * - i =  —  - i / r  — -  
Po V

1 -  Y  1 -  Pg2 

Po

и, подставляя сюда выражение для р0 из (17), получим

z — У  г2 — 1 1 - У 1

■ +  / I
— , г +  Уг2 — 1 1 +  V I

1 - У 1
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Отсюда и из (18), (19) получаем

где Рх =  (1 — /£)/(! +  VD- Таким образом, приходим к следующе
му выводу: среди всех многочленов степени я, принимающих при 
х = 0 значение 1 , наименее уклоняется от нуля на отрезке [а, Ь] 
многочлен

Рп (я) =  (— 1)" qn cos (п arccos —— ) ,
V Ь— а

где

Qn '■ 2РГ
1 +  р“

P i; 1 -  VI
1 +  V I

6> а> 0 .
Корни многочлена (20) расположены в точках

Х к :
я +  b . b — a 12k ■ 

: — ------------ ------------------- C O S
1)

2 п
k =  1 , 2 , . . . .  я.

(20)

(21)

(22)

4. Примеры применения многочленов Чебышева.
П р и м е р  1. В теории интерполирования возникает следую

щая задача. Рассмотрим многочлен
со (х) = (х—х0) (х X,) ■ ■ ■ (х—х„)

степени л+1. Требуется так подобрать числа хк (среди которых нет 
совпадающих чисел), принадлежащие заданному отрезку [а, Ь], 
чтобы минимизировать величину

шах | со (х) |.
хе[а,Ь]

Поскольку старший коэффициент многочлена со(х) равен 1, 
для решения данной задачи достаточно потребовать, чтобы со(х) 
совпал с многочленом Чебышева

.(*) = (Ь-а)"
22П+1 cos ((я +  1) arccos 2 х — (Ь +  а)

(см. (12)). Условие | со (х) | =  | Т„+1 (х) | будет выполнено тогда и 
только тогда, когда совпадут все корни многочленов со(х) и 
Тп-н(х). Корнями многочлена ю(х) являются числа х0, х,, . . . ,  х„, 
а корни Г„+1(х) определяются согласно (13) формулами

а +  Ь
2

(2k +  1) я

2 (л+ 1) ’
=  0 , 1 , . . . ,  я. (23)

Таким образом, если задать точки xh по правилу
+ 6
2

. Ь — а-1-------- COS (2k +  1)я  

2 ( л + 1) ’ * =  0, 1, . . . .  Я, (24)
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то величина отклонения многочлена ш(х) от нуля окажется мини
мальной и равной

max
jce[a,b] ®(х) I = (Ь — а)'1+1 

22/1

Заметим, что для минимизации отклонения многочлена а,(х) 
от нуля не обязательно точки хк, k = 0, 1 , . . . .  п, располагать в том 
порядке, который указан формулами (24). Важно лишь, чтобы 
множество точек о совпало с множеством {xk)l=o корней мно
гочлена Чебышева. Такое множество точек М }*=0 естественно 
назвать оптимальным. Если множество {дга}*=о оптимальное, то 
любая перестановка его элементов приводит также к оптималь
ному множеству. Потребуем, например, чтобы выполнялось усло
вие

а < x ns^.b.
Тогда для оптимальности множества {хк}1=о 

Xn—ji, h 0, 1«. • ■ t т. е.

xh — a + b b — a
-COS

(2k +  1) я 
2 (я+ 1)

достаточно положить 

k =  0, 1 , . . .  ,n .

П р и м е р  2. При построении оптимальных итерационных па
раметров рассматривается следующая задача. Для многочлена

ММ = (1—тД,) (1—т2Я,) . . .  (1—■тД) (25)
подобрать параметры тЛ> 0, k = \,  2 , . . . ,  п, так, чтобы минимизи
ровать величину

max \fn (Х)|.

Многочлен (25) удовлетворяет условию /п(0) =  1. Поэтому дан
ная задача решается с помощью многочлена Чебышева (20). Кор
ни многочлена (25)

М =  t k \  k =  1 , 2 , . . .  ,п,
должны совпадать с корнями многочлена

где

Рп (Л) =  (— l)rt<7« cos (п arccos 

2р”

2к — (Yi +  Та) '

qn- Рх =

V 2 Vl

i - V T  ъ
1 +  У1  ’ 5 Та

(26)

(27)
* +  рГ

Согласно (22) корни многочлена (26) расположены в точках
Yi +  Та- -Г- ---- —  LUD ---

2п
l k - -  .IL cos {2k 1)я, k = l , 2 ......... n. (28)

2 2 
Следовательно, если выбрать

Tk1 - -  A + J »  +  .У» - J L  cos(2fe ~  И Д - , *  =  ] , 2 ,  (29)
2 2 2rc
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max | fn (X) | =  qn,
XetYi.V*]

где qn определено согласно (27). Здесь остается в силе замечание, 
сделанное в конце предыдущего примера. А именно, для оптималь
ности набора параметров {т*.}£=1 не обязательно выбирать т„ со
гласно (29), достаточно, чтобы множество {т*1} ^  совпадало с 
множеством {^}£=1 корней многочлена Чебышева (26).

§ 6. Итерационные методы с чебышевским набором параметров

1. Явный итерационный метод. Рассмотрим систему линейных 
уравнений

A x= f  (1)
с симметричной положительно определенной матрицей А. Будем 
решать эту систему с помощью явного нестационарного итераци
онного метода

— + A x k =  f, fe =  0, 1 ....... .. (2)
xk+i

то отклонение /„(X) от нуля окажется минимальным и равным

где ха задан.
Поставим задачу об оптимальном выборе итерационных пара

метров, т. е. о нахождении положительных чисел ть т2, . . . , т„, для 
которых норма погрешности х„—х на я-й итерации минимальна. 
В дальнейшем в этом параграфе будем использовать среднеквад
ратичную норму

т

N 1  =  1 / (£ " * )  =  2  I 12»
/=i

где х> — /-я координата вектора х.
Точная формулировка и решение задачи оптимизации итераци

онного метода (2 ) содержатся в следующей теореме.
Т е о р е м а  1. Пусть А — симметричная положительно опреде

ленная матрица, Ятщ(А) > 0  и Ят»х( ^ ) > 0  — ее наименьшее и наи
большее собственные значения. Пусть задано число итераций п. 
Среди методов вида (2 ) наименьшую погрешность \\хп—х\\ имеет 
метод, для которого

— , * = 1 ,2 ......... я, (3)
1 +  Р о +

где

Ятт (А) +  W
Ро:

1 - 1  g =  m̂in (А)

, (2* — 1) it .tk =  cos —------- ----* k
2 n

i +  5

=  1 , 2 , . . .  ,n .

И)max
(4)

2 n

109



И*п—xlIsS <7Л*о—*11', (5)
где

Е с л и  в ы б р а т ь  тк с о г л а с н о  ( 3 ) ,  ( 4 ) ,  то д л я  п о гр е ш н о ст и  б уд ет  с п р а 
в е д л и в а  о ц е н к а

<7я = 2РГ
1 +  р Г

Pi : ■ - V i
i + V i 1 = Кы (*)

(6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для погрешности zk=xk—х 
уравнение

9 . _ 9 .

+  Azk — 0, k =  0, 1, , п — 1, zQ =  x0
TJt+i

Из уравнения (7) получим,что
zh = (Е—ХнА) (E—Tk-iA) . . .  (Е—TtA)z0

получаем 

- х .  (7)

для k = 1 , 2 , . . . ,  п и, в частности,
Zn Т'п̂ о,

где
Тп — (Е—хпА) (Е—тп- 1А ) . . . (Е —т1А). (8)

Поскольку Тп— симметричная матрица, ее норма совпадает с ее 
спектральным радиусом (см. § 6 гл. 1 ) и выполняется оценка

llzJ^M H zoll, (9)
где v — максимальное по модулю собственное значение матрицы Тп. 
Оценка (9) неулучшаема, т. е. найдется вектор г0, для которого 
она выполняется со знаком равенства. Для доказательства теоремы 
остается подобрать параметры ти та, .. •, т„ так, чтобы минимизи
ровать | v | .

Пусть Яь, k = \ ,  2, . . . ,  пг,— собственные числа матрицы А. Не 
ограничивая общности, можно считать, что

0< Я т 1п(Л) =Я,5СЯ2==С .. .  г$Лт =Яш«04). ( 10)
Согласно (8) имеем

| v | =  шах | (1 — хЛ) (1 — т2?ч) . . .  (1 — tnh) |. (1 1 )

Очевидно, что
тах 1М Щ

где fn(K) = (1—х,Я) (1—т2Я) ... (1—тД).
Таким образом, приходим к задаче о нахождении

min max | f n (Я) |,
tj ,Тг. - . . Хт;п(Л)̂ Х̂ Хтах(Л)

уже рассмотренной в примере 2 из п. 4 § 5. Полученные в этом 
примере формулы (29) для параметров т* совпадают с формулами
(3), (4), а величина отклонения при данных параметрах равна 
| v | —<7„, где qn определяется согласно (6). Теорема 1 доказана.
по



Итерационный метод (2) с параметрами т*, определенными со
гласно (3), (4), называется явным итерационным методом с чебы- 
шевским набором параметров.

З а м е ч а н и е .  В  с л у ч а е  п =  1 м е т о д  ( 2 ) — (4 )  с о в п а д а е т  с  м е т о д о м  п р о ст о й  
и тер а ц и и

г д е

т =  т0 = 2

•̂min ( )̂ Т" ш̂ах ( )̂
И з  т ео р ем ы  1 с л е д у е т , ч то  т = т 0 я в л я е т с я  о п ти м а л ь н ы м  зн а ч ен и ем  п а р а м е т р а  т  
в м е т о д е  п р о ст о й  и т е р а ц и и . О ц ен к а  ( 5 ) ,  ( 6 )  в с л у ч а е  я = 1  п р и н и м а ет  в и д

11*1— * 1 К р о И * о — *11-

Т о ч н о  т а к  ж е  д л я  л ю б о й  и т е р а ц и и  k с п р а в е д л и в а  о ц ен к а

Il*ft+1—*1Кро||*Ц—*11,
о т к у д а

И *Й ---* II =£ Ро II *0 — * В-

Э т а  о ц ен к а  п о гр еш н о ст и  м е т о д а  п р о с т о й  и т е р а ц и и  б ы л а  п о л у ч ен а  д р у г и м  с п о 
с о б о м  в §  4  (о ц е н к а  (1 3 )  и з §  4 ) .

Подсчитаем число итераций, достаточное для получения задан
ной точности е при использовании явного метода с чебышевским на
бором параметров. Из оценки (5) получим, что

I U , — * l l < e i i * „ — * | | ,

если qn<Ze, где qn определено согласно (6). Таким образом прихо
дим к неравенству

1 +  рГ ^ 2

решая которое относительно 2 = р1" >  1 , получим
_1_ . 1 -Ц Л  — Е2

р? е

Последнее неравенство будет выполнено, если потребовать 1/р"> 
^ 2/е, т. е.

">,цМНг^- <12>
В наиболее неблагоприятном случае, когда отношение |  =  

=  Я , т ! а ( ^ ) Д т а х ( ^ )  М ЭЛО, И М ввМ

In  — = = l n  « 2 / 1
Pi V 1 -/S  /
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и из ( 12 ) получим следующее приближенное выражение для числа 
итераций:

«0 (е) In (2/е)

2 V I
(13)

Таким образом, при малых £ явный итерационный метод с че- 
бышевским набором параметров требует _для достижения заданной 
точности е числа итераций л0(£) =0(1/У !). Именно в этом состоит 
его преимущество перед методом простой итерации, для которого 
согласно (14) из § 4 имеем л0(|) = 0 ( Щ ) .

2. Численная устойчивость итерационного метода с чебышев- 
ским набором параметров. Как уже отмечалось в примере 2 из п. 4 
§ 5 оценка погрешности (5) остается одной и той же при различ
ном упорядочении набора итерационных параметров (3). Теорети
чески эти параметры можно использовать в любом порядке. Напри
мер, можно взять их в том порядке, как это указано в формуле (3). 
Можно использовать параметры в обратном порядке, т. е. поло
жить

ТА: То
1 +  Pc/n-j■к+1

* = 1 ,2 . п.

Однако при практическом применении метода было обнаруже
но, что порядок выбора параметров существенно влияет на числен
ную устойчивость метода. Оказалось, что использование парамет
ров в произвольном порядке может привести к недопустимо силь
ному возрастанию вычислительных погрешностей. Дело в том, что 
рассматриваемый метод, вообще говоря, не гарантирует монотон
ного убывания погрешности от итерации к итерации. Запишем 
уравнение для погрешности (7) в виде

zk+l= (Е т ii+iA)zk.
Норма оператора перехода Е—тй+1Л данного итерационного мето
да может оказаться больше единицы для нескольких соседних ите
раций, что и приведет к возрастанию погрешности. Иногда вычис
лительная погрешность возрастает настолько сильно, что происхо
дит переполнение арифметического устройства ЭВМ.

Здесь можно провести аналогию с вычислением произведения 
нескольких чисел. Рассмотрим следующий пример. Пусть на неко
торой ЭВМ машинным нулем является число Л4„=10~р, а машин
ной бесконечностью — число = 10р, где р > 0. Попытаемся вычис
лить на этой ЭВМ произведение пяти чисел 10р/2, 10р/4, 10_р/\  
103р/4, 10_3р/1. Это произведение равно 10р/4 и принадлежит допу
стимому интервалу чисел (М0,М„).

Однако результат вычисления на ЭВМ будет зависеть от того, 
в каком порядке перемножаются данные числа. При перемножении 
в порядке убывания

103р/4 • 10Р/2 ■ 10Р/4 ■ 10_р/2 ■ 10-3р/4

уже выполнение первого умножения приводит к переполнению, так 
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как 105p/4>Afoo. После этого вычисления прекращаются, и мы про
сто не сможем вычислить все произведение. При перемножении в 
порядке возрастания

10-3р/4 ■ 10 -р/2 • 10Р/4 • 10р/2 • 103p/i
после первого умножения получаем число 10~5p/i< M 0r которое по
лагается равным нулю, следовательно, равным нулю оказывается 
и все произведение. Если же расположить сомножители в таком 
порядке:

10_3р/410Р/2103р/410~р/210р/4,
то удается довести вычисления до конца и получить правильный 
результат.

В настоящее время известен алгоритм построения такого упо
рядоченного набора итерационных параметров (3), для которого 
итерационный метод (2) является устойчивым. Подробное изложе
ние этого алгоритма можно найти в [32].

3. Неявный чебышевский итерационный метод. Скорость схо
димости явного метода (2 ), (3) зависит, как мы видели, от отно
шения |  =  ̂ т|п('4)/ХтЭх(>1) минимального собственного числа матри
цы А к максимальному: чем больше | ,  тем выше скорость сходи
мости. Рассмотрим теперь неявный итерационный метод

В — -----— +  Axk =  f, ^ =  0,1, . . .  , х0 задан, (14)
Т/г+1

с симметричной положительно определенной матрицей В и пере
менными параметрами т*+1. Как и в случае стационарных методов 
(см. § 4), скорость сходимости метода (14) будет определяться 
уже не отношением собственных чисел матрицы А, а отношением 
\  = ̂ m\n{B~lA)lXm!iX(B~lA) минимального и максимального собствен
ных чисел обобщенной задачи

.4ц = лВ|ы. (15)
При соответствующем выборе матрицы В это отношение будет 
больше чем Ят|11(А)Дтах(А), а следовательно, итерационный метод 
(14) будет сходиться быстрее, чем явный метод (2).

Теория неявных итерационных методов легко сводится к теории 
явного метода. Для неявного чебышевского метода справедлива

Т е о р е м а  2. Пусть А и В — симметричные положительно опре
деленные матрицы, а kmi„(B_1A), Xmas(B- 1A) — соответственно наи
меньшее и наибольшее собственные значения задачи (15). Пусть 
задано число итераций п. Метод (14) имеет минимальную погреш
ность \\хп—х\\в, если параметры xk определить согласно (3), (4), 
где

При этом справедлива оценка
\\хп— х\\в, (16)

из



где
2pf

1 +  рГ '
О =  [~ V l
pl 1 +  Vi (17)Яп. *mln (g ~M )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Погрешность zk=xk—х удовлетворяет од
нородному уравнению

В — +  Azk =  О, Л =  0, 1, . . . .  z0 =  *0 — *. (18)
Т£+1

Умножим уравнение (18) на матрицу В~иг и обозначим vk = Binzh. 
Тогда получим уравнение

+Ct>t =  0, й =  0, 1 , . . v0 =  Bv‘ (x0- x ) ,  (19)
TA+1

где С = B~inAB~i/2. Уравнение (19) отличается только обозначе
ниями от уравнения (7), которому удовлетворяет погрешность яв
ного итерационного метода. Поэтому нам остается лишь проверить 
выполнение условий теоремы 1 по отношению к матрице С.

Матрица С является симметричной и положительно определен
ной, причем ее спектр совпадает со спектром обобщенной задачи на 
собственные значения (15). В частности, Xmin(5_1A) является ми
нимальным собственным числом A,min(C) матрицы С, а Хтзк(В~1А )— 
максимальным. Следуя теореме 1, выберем параметры т* согласно 
(3), (4), где l=^min(C)AmaДС). Тогда для решения уравнения (19) 
будет выполняться оценка

Подставляя сюда vk= B l/2zh, k = 0, п, получим

т. е. придем к требуемой оценке (16). Теорема 2 доказана.
З а м е ч а н и е .  При условиях теоремы 2 наряду с оценкой (16) справед

лива и оценка
(Un— х|| A^^nlUo—*IU.

Для доказательства достаточно переписать уравнение (18) в виде (19), где 
vk= A ' llZh, С = А ' 1>В-1А'1’, и повторить рассуждения теоремы 2.

Так же как и в случае явного метода, численная устойчивость 
неявного итерационного метода зависит от способа упорядочения 
итерационных параметров. Алгоритм построения устойчивого на
бора итерационных параметров тот же, что и для явного метода.

4. Случай, когда точные границы спектра неизвестны. В теоре
мах 1 и 2 фигурируют точные границы спектра матриц А и В~1А 
соответственно. Очень часто минимальные и максимальные собст
венные значения не известны точно, а известны лишь оценки для 
них. Например, если выполнены матричные неравенства

'(1В ^ . А ^ ^ гВ
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с некоторыми константами 'y2> Y i> 0, то можно утверждать, что 
^mln ( В - 'А ) ^ ч  1» î mas ( В ~ 'А ) ^ Ь .

Приведем теорему о сходимости итерационного метода (14) при 
условиях (20).

Т е о р е м а  3. Пусть А и В — симметричные положительно опре
деленные матрицы, удовлетворяющие условию (20). Пусть задано 
число итераций п. Если параметры тк определить согласно (3), (4), 
где 4,/-^, то для погрешности будет справедлива оценка

\\xn—x\\B̂ q n\\x—x\\B, (2 1 )
где

Яп = эр;
1 +  рГ *

pi = i - K i
i + n  ’

(22)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и при доказательстве теоремы 2 , за
пишем уравнение для погрешности в виде (19). Из (19) получим

v„ = Tnv0,
где Т„=(Е—тлС)(Е—тп-,С) . . .  (£—т,С). Отсюда следует ||о„1К
<\\т,\\Ш\.

Пусть Cj— у-е собственное число матрицы С, / =  1, 2, . . . ,  т. Так 
как Тп— симметричная матрица, норма ИГЛ совпадает с максиму
мом из модулей ее собственных значений

шах | (1 — т„с/) (1 — тп-±с/) . . .  (1 — тхс/) |
1< f^m

и не превосходит величины
шах ] (1 — тпс) (1 — тn-ic) . . .  (1 — ххс) |. (23)

0<Vi<cS7.
Выбирая Тй, k = \,  2, . . . ,  п+ 1, согласно (3), (4) при % = мы 
минимизируем величину (23) и приходим к оценке IITJI sg:</п, где 
qn определено согласно (22). Наконец, замечая, что ||iUI = IUn—х||в, 
приходим к требуемой оценке (2 1 ).

З а м е ч а н и е .  Хотя теорема 3 н не гарантирует оптимальности итераци
онного метода, из оценки (21) следует сходимость метода, причем при малых \  
число итераций, достаточных для достижения заданной точности е, оценивается 
как

По (?) =
In (2/е)

2 V I  ‘

§ 7. Итерационные методы вариационного типа *)

В предыдущих параграфах рассматривались такие итерацион
ные м етоды  реш ения системы

Ax=f, ( 1)

*) При первом чтении этот параграф можно пропустить.
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в которых для задания итерационных параметров требовалось знать 
границы v, и у, собственных значений матрицы А. Рассмотрим те
перь итерационные методы вида

Б Хкн~ 'Хк +  Ах/г =  /, (2)
тйи

в которых параметры xk+i выбираются из условия минимума по
грешности IjXfc+t—xj|D при заданной погрешности \\хк—x[|D. Здесь 
D — заданная симметричная положительно определенная матрица, 
||о||D = y(Dv, v ) . В зависимости от выбора матриц D и В получим 
различные итерационные методы. Скорость сходимости таких мето
дов не выше, чем у чебышевского итерационного метода. Преиму
ществом их является то, что они не требуют знания границ спектра 
матрицы А.

1 . Метод минимальных невязок. Рассмотрим систему (1) с сим
метричной положительно определенной матрицей А. Обозначим 
через

гк=Ахк—f (3)
невязку, которая получается при подстановке приближенного зна
чения xh, полученного на й-й итерации, в уравнение (1). Заметим, 
что погрешность zk = xk—х и невязка rh связаны равенством Azh = rk.

Рассмотрим явный итерационный метод

** + A xk =  f
TA+l

(4)

и перепишем его в виде
Xh+i = Xb Th+ifh. (5)

Методом минимальных невязок называется итерационный ме
тод (4), в котором параметр тА+1 выбирается из условия минимума 
Ikfc+il! при заданной норме ||r j .  Получим явное выражение для ите
рационного параметра тй+1. Из (5) получаем

и, следовательно,
Axk+l = Axh—xk+lArh

1~к+1 = Г k Tk+iAr к, (6)

т. е. невязка rk удовлетворяет тому же уравнению, что и погреш
ность Zh =  XA— X.

Возводя обе части уравнения (6) скалярно в квадрат, получим 
I! rk+l ||2 =  I rk I2 — 2тй+1 (rk, Ark) +  т®+1 II Ark f . (7)

Отсюда видно, что ||rft+1|] достигает минимума, если

1 --
(4'fe, rk)
II Ark f

(8)

Таким образом, в методе минимальных невязок переход от k-н 
итерации к (&+1)-й осуществляется следующим образом. По най
денному значению хк вычисляется вектор невязки гк=Ахк—f и по
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формуле (8) находится параметр r ftfl. Затем по формуле (5) до
считывается вектор x,l+t.

Метод минимальных невязок (5), (8) сходится с той же ско
ростью, что и метод простой итерации с оптимальным параметром 
т. Справедлива

Т е о р е м а  1. Пусть А — симметричная положительно опреде
ленная матрица. Для погрешности метода минимальных невязок 
выполняется оценка

\\А (хЛ—х) || \\А (х0—х) ||, и = 0, 1, . . . ,  (9)
где

Ро
1 +  1 ’

1 = *min №

(Л)
(10)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим тождество (7). При задан
ном векторе rh правая часть этого тождества достигает минимума, 
если tft+i выбрать согласно ( 8 ) .  При любом другом значении Tft+i 
правая часть тождества (7) может только увеличиться. Поэтому, 
полагая в (7) Tft+i =  T0, где

(И)U w ^  +  w ^ )  *
получим неравенство

\\rk+A\2̂ \ \ ( E - x 0A)rk\\*
и, следовательно,

[к,+1!|^]|£-тоЛ И 1кЛ. ( 12 )
Согласно следствию 2 теоремы 1 из § 4 имеем 
этому при всех k справедливо неравенство

Ц£—Т0Л|| = р о ,  ПО-

i k f t - i l l s S p o i k J , (13)
или, что то же самое, неравенство

IIЛ (xk+l—х) |]Сро1|Л {xk—x) II.
Отсюда и следует оценка (9).

З а м е ч а н и е .  Используя доказательство теоремы 1, можно получить по
лезное неравенство

(У> У)г ^  (Ау, У) (А-'у, у) ̂  j  ( V I +  Y | - ) 2 (У, У)г, ( И)

справедливое для симметричных положительно определенных матриц А и лю
бого вектора уфО.  Для доказательства (14) запишем тождество (7) при т*+1, 
определенном согласно (8). Тогда получим

rk)
II rk+i II2 =  II г'. II2 ‘ \A'kf

Учитывая неравенство (13), получаем

0
(Ark, rk)2
l l ^ f + 21Ы !2

(Ark, rkf  (rk, rk) (Ark, rk),

(■Ark, rft) >> ( L - p 2) (rk, rk) (Ark, Ark).
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Сделав замену АЧггн=у  и учитывая, что 1—р02 =  4 | / ( 1 +  | ) 2, получим соответ
ственно неравенства

(У. У)* < {А-1 у, у) (Ау, у),
(У. У)2>  (1 _ ^ ja (А~1у. у) (Ау, у),

которые совпадают с (14). Обратно, если непосредственно доказать неравенства 
(14), то из них можно вывести утверждение теоремы 1.

2 . Метод минимальных поправок. Запишем неявный итерацион
ный метод (2 ) в виде

xh+l~xh тВ */■*, (15)
где гА—Axk—f — невязка. Вектор

wh=B-'rh
называется поправкой на (й+1)-й итерации. Поправка удовле
творяет тому же уравнению, что и погрешность zh = xh—х неявного 
метода, т. е. уравнению

— wb
В——----— +  Awk =  0. (16)

Tfe+i
Будем предполагать, что В — симметричная положительно опре

деленная матрица. Методом минимальных поправок называется не
явный итерационный метод (2 ), в котором параметр тЛ+) выбира
ется из условия минимума нормы ||ш»Л.м Ji = (Вш*+), wh+,) u2 при за
данном векторе wk. В случае В = £  метод минимальных поправок 
совпадает с методом минимальных невязок.

Найдем выражение для итерационного параметра тй+). Пере
пишем (16) в виде

wk+l = wh—тЛ+,В-Мш*
и вычислим

1 Wk+ifa == I I IJs — 2xk+Jl(Awk, w k) + Tt +1 (B~l A w k, A w k).

Отсюда следует, что Ццц+i будет минимальной, если положить
(АЩ, Щ)

Tft+1 (В'Мш1А, Awk)
(17)

Для реализации метода минимальных поправок требуется на 
каждой итерации решить систему уравнений Bwh = rk, откуда най
дем поправку wk, и решить систему уравнений Bvh = Awh, откуда 
найдем вектор vk = B~lAwh, необходимый для вычисления парамет
ра Ть+j.

Скорость сходимости метода минимальных поправок определя
ется границами спектра обобщенной задачи на собственные зна
чения

Ах=ХВх. (18)
Т е о р е м а  2. Пусть А, В — симметричные положительно опре

деленные матрицы и А.ТПП1 (В_1Л), ^maI(B- M) — наименьшее и наи-
us



большее собственные значения задачи (18). Для погрешности ме
тода минимальных поправок выполняется оценка

1 А (хп — х) ||в_, р* IА {хй — х) ||B_t, п == О, 1 , . . .  (19)
где

1 —|  t Kin (В_М)
Ро~  1 -К  ’ ^  *

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перепишем уравнение для поправки (16) 
в виде

— — —  +  Cvk =  0, (20)
TA+i

где vh = B'nwh, C = B~inAB~in. Выражение (17) для итерационного 
параметра x*+i принимает вид

vk)
|сь*Р

(21)

Уравнения (20) и (21)— это те же самые уравнения (6), (8), 
которые возникают в методе минимальных невязок. Поэтому мож
но воспользоваться теоремой 1 и записать оценку (13), которая те
перь примет вид

l|y*+illsSpolM, (22)
где

1—£ е.-._ >wmin(C)
И - Г  ^шах(С) '

Заметим, что Xmla(C) =Xmla(B~lA) и Лт«(С) =кша1(В~'А). Кроме 
того,

|| vk I =  || B 'V  |j =  I B-y’rk 1 =  1 '"ft Ид-. = и  (** — *) !la-i •

Отсюда и следует оценка (19).
3. Метод скорейшего спуска. Рассмотрим явный метод (4) и 

выберем итерационный параметр xh+l из условия минимума ||2ft+1|L 
при заданном векторе zk, где zh+l=xh+L—х. Поскольку погрешность 
zh удовлетворяет уравнению

Â+i *-h Та+1 Azk,
имеем

II 2kri |U  — II zk |д  —  2т* ц (Azk, Aẑ ) -f- Tk+i (A2Zk, Azk).

Следовательно, Цг̂ Цл будет минимальной, если положить
(Azk> Azk)

TA+1 — ( А \ ,  Azk)
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Так как величина zk=xh—х неизвестна (поскольку неизвестно 
точное решение х), надо учесть, что Azk=rk = Axh—f, и вычисление 
т*+1 проводить по формуле

Tft+i —
irk’ rk)

(Ark< Tk)
(23)

Так же, как и в теореме 1, доказывается, что метод скорейшего 
спуска сходится с той же скоростью, что и метод простой итерации 
с оптимальным параметром т =  т0. Для погрешности метода ско
рейшего спуска справедлива оценка

Н * п — х||а< р£1|*о—х \ \ а ,  п = О, 1 , (24)

где р0 1 - 5  
1 +  5 ’

Kin И)
т̂ах (А)

Неявным методом скорейшего спуска называется метод (2), в 
котором параметр Tfc+i выбирается из условия минимума ||2Л+1||Л. 
Так как погрешность zk = xk—х удовлетворяет уравнению

2*+r=z4—тмнД-Мг*,
получим

1 Zft+1 ||л =  II zk (а — 2т4+1 (Azk, B~lAzk) +  т*+1 (АВ^Агь, B^Az^,
или

||z*+ i ||л =  1|г*||л —  2 т й+1 {rk, Wk) +  xl+1 (Awk, wk).

Следовательно, ||г*+1||л будет минимальной, если положить

Д*+1
('*» Щ) 

(Awk, wk)
(25)

При этом для неявного метода скорейшего спуска справедлива 
оценка (24), где

Лтщ(В-М)
ё ятах (S-M) •

4. Метод сопряженных градиентов. Метод сопряженных гради
ентов является двухшаговым итерационным методом, т. е. для на
хождения новой итерации хп+1 используются две предыдущие ите
рации хп и х„_,. Следовательно, здесь возрастает требуемый объем 
памяти, нужно помнить не только вектор хп, но и х„_,. Применение 
двухшаговых методов оправдывается тем, что при правильном вы
боре итерационных параметров скорость сходимости будет выше, 
чем у однош аговых методов, Например, рассматриваемы й дал ее  
метод сопряженных градиентов при любом начальном приближении 
сходится за конечное число итераций.

Пусть А — матрица системы (1) и В — симметричная положи
тельно определенная матрица. Рассмотрим следующий класс не-
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явных двухшаговых итерационных методов:
(**+1 — **) +  (1 — ak+1) (хк — xk-1)В- Ас* =  /, k =  1 , 2 , . . .  (26)

Здесь а„+1, тЬч— итерационные параметры, которые будут опреде
лены далее. Для начала счета необходимо задать два начальных 
приближения х0 и х,. Начальное приближение х„ будем задавать 
произвольно, а вектор х, вычислять по одношаговой формуле, ко
торая получается из (26) при k = 0, a ^ l ,  т. е. по формуле

+  Лх0 = / .  (27)
Ti

Если параметры ak+i, тЛ+1 найдены, то новое приближение хк+1 
выражается через д е э  предыдущих значения хк и xh- t по формуле

x k+ t ~  a k+ i X k -f- (1 ctfc+i)x k- i  Tft+ia k + i w k , (28)
где wh = B~lrh, гк-=Ахк—f.

5. Минимизация погрешности. Перейдем к вопросу о выборе 
итерационных параметров в методе (26). Для погрешности zk= 
= хк—х получим уравнения

zk+i = ah+i(E—Tk+lB -,A)zh-lr ( l —ah+i)zh-i, &=1, 2 , . . . ,  
z ,=  (£—■xiB~1A)za.

Введем, как и ранее, вспомогательную функцию vk = A '/2zk, для 
которой |1щ|| = ||24||л. Функция vk удовлетворяет уравнениям

Щ+1 =  <Xk+i {Е — xk+1C) vk +  (1 — a.k+i) vk-u k — \,2 ,  . . ., (29)
Vi =  (E — TjC) v0, (30)

где C = A,/2B~lA,/2. Будем считать, что А и В — симметричные по
ложительно определенные матрицы, удовлетворяющие неравен
ствам

YiSs^ А ^ « ( 2В, >  7* >  0. (31)
Тогда С* = С>0, причем

"fiE^C^-y^E. (32)
Исключая последовательно из уравнений (29), (30) векторы 

vu v2, , щ_1; найдем, что
vk = Ph(C)v0, (33)

где Рк{С) — многочлен степени k от оператора С, удовлетворяю
щий условию ДДО) =Е.

Поставим задачу выбрать итерационные параметры тк, ак так, 
чтобы при любом /1= 1 , 2, . . .  была бы минимальной ||у„|| =  ||z„IL. 
Обратим внимание на отличие от постановки задачи, возникающей 
при построении оптимального чебышевского набора итерационных 
параметров (см. § 6). Там при фиксированном п требовалось най
ти параметры, минимизирующие ||2„||А. Теперь же требуется боль
шее— минимизировать ||zJ!A при каждом п.
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Параметр ti находится из условия минимума ||щ|| при заданном 
векторе у0. Так же, как и в методе скорейшего спуска, получаем

т ~ ? Г(Соь, ув) 
1 ПС«оР

(34)

Отметим, что при таком выборе tj выполняется равенство (Cvlt у„) =  
=  0, т. е. векторы и, и и0 ортогональны в смысле скалярного про
изведения

(и, v )c~  (Си, v).
Далее, рассмотрим погрешность

vk=Pk(C)v0,
возникающую на k-й итерации, и запишем многочлен Рк(С) в виде

Pk(C)= E + 2  арС\ (35)
1 = 1

где ар  — числовые коэффициенты, определяемые параметрами а,-, 
Ti, t =  l, 2 , . . . ,  k. Тогда

k
Vk =  V0 +  2  aik)Clv0, * = 1 , 2 ,  . . .  (36)

i=l
Найдем условия, которым должны удовлетворять коэффициен

ты а!"), минимизирующие ||п„||2. Из (36) получим

II Vn IP =  2  f l  W  С'и») +  2  i  ^  ( v °> C'vo) +  II г .  (37)
i,/=i /=1

т. е. Цу„||2 является многочленом второй степени по переменным 
. . . , а р .  Приравнивая к нулю частные производные <3||ц„||г/ 

/дар, j=  1 , 2 , . . . ,  п, приходим к системе уравнений

2  а‘п) (СЧ , СЧ ) +  (C’v0, Va) =  О, (38)
L= 1

решение которой а{р, / = 1 , 2 , . . . ,  я, и обращает в минимум ||цп||2.
6. Выбор итерационных параметров в методе сопряженных гра

диентов. Целью дальнейших рассуждений является нахождение па
раметров ак, т„, k = l, 2, . . . ,  п, для которых выполнены условия 
(38). Заметим прежде всего, что (38) можно записать в виде

( С Ч ,  vn) = 0, /=  1 , 2 , . . . ,  п. (39)
Л е м м а  1. Условия (39) эквивалентны условиям

(Cvjt Vn)= 0, / = 0, 1, . . . ,  л—1. (40)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно (36) имеем

Си/ =  Cv0 -f 2  a\nCinv0,
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поэтому

(Cvh vn) =  (Cv0, vn) -f 2  a\n (C‘+1v0, vn) =
i=l

=  (Cv0, V n) -f 2  a<i-x (c 4 .  Vn)• (41)
1=2

Пусть выполнены условия (39). Тогда, если / + 1 ^ п  (т. е.
^  п—■ 1 ), то

(Cv0, vn) = 0, (C2va, vn) =0, . . . ,  (Ci+lv0, vn) = 0.
Поэтому из (41) при j ^ n —1 получим

(Cvj, vn) = 0.
Итак, условия (40) следуют из (39). Покажем, что верно и об

ратное, т. е. из (40) следует (39). Доказательство проведем индук
цией по числу /. Условие (40) при /' =  0 совпадает с условием (39) 
при /= 1 . Предположим, что условия (39) выполнены для / = 
=  1 , 2 , . . . ,  k , и покажем, что они выполнены и для / = fe+ 1 , где 
k ^ n —1 .

Из (40) при j = k получим, учитывая (36),

О =  (Су*, vn) =  ( Cv0 +  J  aV C ^X , vn
i= l

=  {Cvo, Vn) +  (c 4> Vn)- (42)
1=2

По предположению индукции условия (39) выполнены при / = 
=  1, 2, . . . .  А. Поэтому из (42) получим

(с*+х, vn) =  о.
Поскольку ар ф  0 (так как Рк(С) — многочлен степени k ) , отсюда 
получаем (Ch+lv„, у„)=0, т . е. условия (39) выполнены и при /' = 
=  А + 1 .

Лемма 1 доказана. Она потребуется для построения оптималь
ных итерационных параметров в методе (26).

Заметим, что число п в лемме 1 предполагалось фиксирован
ным, в то время как при постановке задачи оптимизации мы тре
бовали, чтобы ||ип|| была минимальной при любом п=  1, 2, .. .  По
этому оптимальные параметры надо отыскивать не из условий (40) 
при фиксированном п, а из условий

(Cvu vn)= 0, п=  1 , 2 , . . . ,  / = 0, 1, . . . ,  п—1. (43)
Если такие параметры будут найдены, то это будет означать, что 
построена ортогональная (в смысле скалярного произведения 
{и, v)c=(Cti, v ) ) система векторов v0, vu . . . .  vh, . . .  Поскольку 
пространство решений системы ( 1 ) имеет размерность т, постро
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енная ортогональная система будет содержать не более т векто
ров. Это означает, что начиная с некоторого п (п^.т)  погрешности 
vn обратятся в нуль, т. е. метод сойдется за конечное число ите
раций.

Перейдем к построению итерационных параметров, для которых 
выполнены условия (43). Параметры а, и т, найдены согласно (34):

Ctj — 1 , Tj — (Суо, tip)
II Ci>„||2

(44)

Пусть параметры щ, т2, ■ • •, т*, а,, а2, ■ ■ ■, ак уже выбраны опти
мальным образом. Тогда согласно (43) выполняются условия

(Cvj,Vi)= 0, i= 1 , 2 , . . . ,  А, / = 0, 1 , . . . ,  i—1 . (45)
Построим оптимальные параметры т*+1, аЛ+). Согласно лемме 1 

при n= k+  1 должны выполняться условия
{Cvh t'fi+1)=0,  j = 0, 1, . . . ,  k. (46)

Часть из этих условий, а именно условия (46) при / = О, I , . . . ,  k—2, 
следует из (45) . Действительно, согласно (29) имеем

(vk+1, Cvj) =  а*+1 (vk, Cv,) — сснЛп (Cvk, Cv,) -f (1 — ct*+1) {vk-u Cv,).
Из (45) при i = k и i = k—1 получим, соответственно,

(Cv;, vk) =  Q, / =  0, 1, . . . .  k — 1,
(Cv,,vk_l) =  0, / =  0, 1, . . ., k — 2.

Поэтому
(v/l+l, CVj)=—al!+iTl4-1(Cvk, Cv,) (47)

при / = 0, 1 , .. ., k—2 .
Покажем, что для этих же значений / выполняются равенства 

(Cvh, Cvj)=0. Запишем уравнение (29) при k = j:
i>i+1 = «и-1 {Е— т,+, С) иj +  ( 1—ocj+,) Uj.,

и найдем отсюда

CVj =  — —  V j --------- --------  [Vjrl —  (1 —  К/+1)
т/+i ai+iTi+i

Умножая предыдущее соотношение скалярно па Cvh и учитывая 
симметричность матрицы С, получим
(Cvh Cvk) =

—- —— (vit Cvk) --------!----- [(иу-+1, Cvk) — (1 — ot/+i) (f/-i, Cvk)\ =
T/+i a/+iT/+i

=  — —  (Си/, yA) -----------!------[(C u /n , Vk) (1 a,  rl) (Cw/.J, Уд.)].
T/+1 K/t1T/+1

Из (45) при i = k имеем
(Сиу, uft) =  0, / =  0, 1 , . . ., k — 1 ,

{Cvj+1, vk) =  0, j =  0, 1, . . ., k — 2 ,
{Cvhu vk) =  0, / = 1 , 2 , . . ., k.
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Следовательно (Сщ, Cvh) =0 при / =  0, 1, . . . ,  k—2, и согласно (47) 
имеем (vh+i, Cvj) = 0, / —0, 1 , . . . ,  k—2.

Итак, из всех условий (46) остаются лишь два:
(Со*-,, t’kki) =  0, (48)

(Си*, и*+1) =  0. (49)
Подставляя в (48) значение vh+l из (29), получим

0 =  а*+1 (vk, Cvk-x) — rJ-k цТ*н (Со*, Си*-,) +  (1 — a*+1) (о*_ь Co*-,).
Согласно (45) при i = k, j = k—1 имеем (Сщ_ь vh)=0, так что пре
дыдущее уравнение принимает вид

1 Tfe-f.i (Со*, Cyfi- i ) - r ( l  a*+1) (Сщ_ь I'^-j) =0. (50)
Далее, подставляя в (49) значение щ+1 из (29), получим 

0 =  a*+1 (vk, Cvk) — а*+1т*+, (Со*, Со*) -f- (1 —■ а*+1) (о*-,, Со*).
Последнее слагаемое в этом тождестве равно нулю, так как соглас
но (45) при i = k, j = k—1 имеем

{vh- u Cvk) =  (Сщ_,, vk) =0.
Таким образом, приходим к тождеству

aA+ i[(Cu/,, vk) Tft+i (Co*, Co*) ] =0,
из которого находим значение параметра хЛ+1:

Ti+l (Cvk■ vk)
II Со* ||*

(51)

Обратимся теперь к уравнению (50) и исключим из него выра
жение (Со*, Со*-,). Из уравнения (29) получим

Со*_, =  —  о*_, — ------[vk — (1 — a*) и*_2], (52)
klk

следовательно,
(Со*, Со*_,) =  —  (Со*, vk-!)-----[(Си*, vk) — (1 — a*) (Cvk, vk-2)].

4  ak4
Согласно (45) имеем

(Co*, vk-i) =  (o*, Cvk-J =  0, 
(Co*, o*_2) =  (vk, Ськ-2) =  0.

Поэтому

(Си*, Co*_,) = -------- (Co*, vk).
anxk

Подставляя это выражение в (50), получим
afe+iTfe*i (с^> vt) 

akxk (Cvk-i- vk-i)
1 — a*+1 =  0.
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Отсюда приходим к рекуррентной формуле для параметров оц+1:

k =  1, 2, . . ., otj =  1. (53)

Формулами (51), (53) задаются выражения для итерационных 
параметров в методе сопряженных градиентов. Скалярные произ
ведения, входящие в эти выражения, вычисляются в процессе ите
раций. Учитывая, что

vk =  Av,zk, С =  AV'B~1AV‘, zk =  xk — x, Azk — Axk — f = r k,B-1rk= w k,

получим Cvk= A l/2wk, (CVb, vh) =  (wk, rk), (Cvh, Cvh) =  (Awh, w„).
Поэтому окончательно приходим к следующим формулам для 

определения итерационных параметров в методе сопряженных гра
диентов:

—
TA+l 1 (Cvk, vk)

Ч '«A (Cvk-V Vk~i)

:
к .  rk) 6 =  0, 1 , . . . .

®*+i —

(Awk, wk)

4+1 1 (®A- 4 )1
4  ak (Awk~v wk~i)

k = l ,  2 ,

(54)

ax =  1 . (55)

7. Оценка погрешности в методе сопряженных градиентов.
Выше отмечалось, что в методе сопряженных градиентов точное ре
шение системы уравнений ( 1) получается за конечное число итера
ций, равное порядку системы. Если порядок системы велик, то мо
жет оказаться полезной и оценка погрешности. Эта оценка не хуже, 
чем в одношаговом итерационном методе с чебышевским набором 
параметров. Действительно, из выражения для погрешности (33) 
получаем

llvJ =  llxn-x llÂ HPn(C) Hllxa-x llA.

Поскольку Рп(С) — многочлен степени п от оператора С, удо
влетворяющий условию Р„(0)=.Е, выполняется оценка

\Рп(С)ШТп{С)1
2р"

1 +  рГ
Pi — 1 - К б

1 +  / I

где Тп— многочлен Чебышева, наименее уклоняющийся от нуля на 
["Ь Та]. 7\.(0) =  1-

Таким образом, для погрешности метода сопряженных градиен
тов справедлива оценка

\\хп—*  IIA  sS < 7 * 1 1 - 4 — я |1а .

где g„ =  2p"/(l + p jn).
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Г Л А В А  3
ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ И ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ

В настоящей главе излагаются вычислительные аспекты некото
рых задач теории приближения функций. Задача интерполирования 
состоит в том, чтобы по значениям функции f(x ) в нескольких точ
ках отрезка восстановить ее значения в остальных точках этого 
отрезка. Разумеется, такая задача допускает сколь угодно много 
решений. Задача интерполирования возникает, например, в том 
случае, когда известны результаты измерения yh= f{ x k) некоторой 
физической величины f(x) в точках хк, & =  0, 1 , . . . ,  п, и требуется 
определить ее значения в других точках. Интерполирование 
используется также при сгущении таблиц, когда вычисление зна
чений f\x) трудоемко. Иногда возникает необходимость прибли
женной замены или аппроксимации данной функции другими 
функциями, которые легче вычислить. В частности, рассматривает
ся задача о наилучшем приближении в нормированном простран
стве Я, когда заданную функцию f e / /  требуется заменить линей
ной комбинацией ср заданных элементов из Я так, чтобы отклоне
ние ||/—ср|| было минимальным. Результаты и методы теории ин
терполирования и приближения функций нашли широкое примене
ние в численном анализе, например при выводе формул численного 
дифференцирования и интегрирования, при построении сеточных 
аналогов задач математической физики.

§ 1. Интерполирование алгебраическими многочленами

1. Интерполяционная формула Лангранжа. Пусть на отрезке
ai^Lx^Lb заданы точки xh, £ =  0, 1 , . . . ,  п (узлы интерполирования) , 
в которых известны значения функции f(x). Задача интерполиро
вания алгебраическими многочленами состоит в том, чтобы по
строить многочлен

Ьп(х)==а0 + а ^  + . .. +  апхп ( 1)
степени п, значения которого в заданных точках xk, k =  0, 1 , . . . ,  п, 
совпадают со значениями функции f(x) в этих точках.

Для любой непрерывной функции f(x) сформулированная зада
ча имеет единственное решение. Действительно, для отыскания ко
эффициентов а„, «1, ■ ■ •, ап получаем систему линейных уравнений

aQ +  a^i  +  а2х} +  . . . +  апх? =  / (*,-), i =  0, 1 , .. ., п, (2)

определитель которой (определитель Вандермонда [12, с. 33]) от
личен от нуля, если среди точек хи i = 0, 1 , . . . ,  п, нет совпадающих. 

Многочлен Ln{x), удовлетворяющий условиям
Ln{Xi)=f(Xi), i=0, п, (3)

называется интерполяционным многочленом для функции f(x), 
построенным по узлам {*;}?.
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Решение системы (2) можно записать различным образом. Наи
более употребительна запись интерполяционного многочлена в 
форме Лагранжа и в форме Ньютона.

Интерполяционная формула Лагранжа позволяет представить 
многочлен Ln(x) в виде линейной комбинации

П
и  (*) = 2  с>< м  /  (**) (4)

k=Q
значений функции f(x) в узлах интерполирования.

Найдем явное выражение для коэффициентов ск(х). Из условий 
интерполирования (3) получаем

П
2  ck ( X i )  f  {Xu) =  f  ( X i ) ,  i =  0, 1, . . ., n.
£=0

Эти соотношения будут выполнены, если на функции ск{х) нало
жить условия

Ck (Xi) = 0,
1 .

k,
■ k, i =  0, 1 , п,

которые означают, что каждая из функций ck{x), k =  0, 1 , . . . ,  п, 
имеет не менее п нулей на [а, Ь]. Поскольку L„(x) — многочлен 
степени п, коэффициенты ск(х) естественно искать также в виде 
многочленов степени п, а именно в виде

ск(х) =Кк(х—х0) (х—х1) . . . ( х —хк- 1) (х—хк+1) . . . ( х —хп).
Из условия с„(хь) =  1 находим

— {Хи Х(̂  (х'и Хк) . . . (Хи ■ Xu—i) (Xu Xuui) • ■ - (Хи Хп).
Таким образом, коэффициенты ск{х) интерполяционного много

члена (4) находятся по формулам

П
Ck (х) =  — --------- . (5)

П  (xk ~ xi)
/ Ф&

Часто коэффициенты ск(х) записывают в другом виде. Введем 
многочлен oi(x) степени п+ 1 :

со(х) =  (х—х0) (x—xl) . . . ( x —xk- i) (х—хк) (х—хк+1) . . . ( х —хп) (6)
и вычислим его производную в точке хк:

со'(хк) =  (хк—х0) .. .  {хк—хк̂ )  (xh—xh+i) . . .  (хк—хп) .
Тогда получим, что

Ck ( х )  =
<о (х)

(X — хк) со' (хк)
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Итак, интерполяционный многочлен Лагранжа имеет вид

Ln (х) =  2
&=0 (X —  Xk ) ( O '  ( x k )

f(Xk)

или, более подробно,

£ « (* )= 2  ------------- /"Ы-
ft=o4 (Xk~~ Х!̂

i¥*k

(7)

(8)

2. Интерполяционная формула Ньютона. Эта формула позволя
ет выразить интерполяционный многочлен Ln(x) через значение 
/(х) в одном из узлов и через разделенные разности функции f(x), 
построенные по узлам х0, х„ . . . ,  хп. Она является разностным ана
логом формулы Тейлора

f(x) =  f (х0) +  ( х - х 0)Г (Х0) +  Г  (Х „) +  . ..

Сначала приведем необходимые сведения о разделенных раз
ностях. Пусть в узлах хк̂ [а ,  b), 6 =  0, 1, . . . ,  п, известны значения 
функции f(x). Предположим, что среди точек хй, 6 = 0 , 1, . . . ,  п, нет 
совпадающих. Разделенными разностями первого порядка назы
ваются отношения

f(Xi,  х,) = f (*/) — f (*,)
Xj — x; i, / =  0, 1 , . . ., n, 1ф'].

Будем рассматривать разделенные разности, составленные по 
соседним узлам, т. е. выражения f(x0, х,), /(х,, х2), . . . ,  /(хп_ь хп).

По этим разделенным разностям первого порядка можно по
строить разделенные разности второго порядка:

! (*о> хи х2) = f (x lt xd — f (xn, X,)

f (*i, хг, х3) =  

/  (Xfi—2, Xfi-1» хп) =

Х о  —  Х 0 
f ( Х о ,  х3) — f (xx, Х п )

Х 3 —  X j

f {хп_х, хп) — f (*„_2, xn_J

Аналогично определяются разделенные разности более высоко
го порядка. Например, если известны разности 6-го порядка

f  X j + 1, . . . , Xj+fc) , /  (Xj+ i,

то разделенная разность (6+ 1)-го порядка определяется как

/  (X/, Х/+1, . . . , Х/+А, Х/+£+1) =
__ /  f {Xj, х)+1......... Х/+&)

xi+k^ — Xj
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При вычислении разделенных разностей принято записывать 
их в виде таблицы

Хо f (Хо)

f (*0. * l)

X 1 f  (Xl) f  (xa, xlt x2)

f  (Xl ,  X2)

f  (x%) /  (*„, x u  .  .  .  Xn )

f (xn-2’ xn-1> xn)

• f ( xn-V xn)

хп f(Xn)

Разделенная разность k-ro порядка следующим образом выра
жается через значения функции f(x) в узлах:

1+к / (*,■)
/ (xiI ■*■/+.ii • • ■ I xi+k) =  2  7^  • (0)

l~' П (Xi — xfr
1ф i 
L=j

Эту формулу можно доказать методом индукции. Нам потребуется 
частный случай формулы (9):

/(*„.*!. *n) =  ^  ----- =
П (JC£ — JCf)
/ =0, I

f  (Xi)
(Xi  —  *o) (* i —  Xi)  (X; —  x {_ j )  (XC —  * l4 l ) • ■ • ( x c  —  X n )

• (10)

Интерполяционным многочленом Ньютона называется много
член
Рп (X) =

=  / (*о) +  (* — хо) / (*0. xi) +  {X — Xq) {X — *i) f (XQ, xu x2) +  . . .
. . .  +  (X — x0) (x — Xj) . . .  (x — x„_!) / (*0, Xi, .. ., xn). (II)

Покажем, что многочлен Рп(х) совпадает с многочленом Л а
гранжа (8). Рассмотрим наряду с Ln(x) многочлены L„(x) =} (ха) ,
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(12)

L,(x), L„_,(x) и представим L„{x) в виде

Ln (х) =  L0 (х) +  ^  iL! (*) — Ц- 1 (*))•
/'=i

Из условий интерполяции (3) получаем, что
L,-l {xh) =  Li{xk) = f { x k)

при й = 0 , 1, /—1 и /== 1, 2, . . . ,  п. Следовательно, разность
Lj{х )—С,_,(х) представляет собой алгебраический многочлен сте
пени /, который обращается в нуль в точках х0, х„ . . . ,  х^„  т. е.

Ц (х) — L,_, (х) =  Л; (х—х0) (х—Xi).. .  (х—х,-4) , (13)
где Aj— числовой коэффициент. Этот коэффициент находится из 
условия

Lj (* j)  — Lj-i (xj) = A j (xj—x„) (Xj x , ) . . .  (xj Xj—,) ,
откуда, учитывая условие Lj(xj) = f ( x s), получаем

/  (Xj )  —  L h l  (Xj)  

(xj ~ x 0)...(xl —xf_1)m '
(14)

Подставим в (14) вместо слагаемого Lj-iixj) его значение, вы
численное согласно (8), т. е.
L/ - 1 (xi) =

=  ' у  f  (х*) {Х' ~  Хо) {xi ~ Xl) ■■■ (xi ~  Xk~J (Xi ~  Xk" ] • ■ • (xi ~  */-i>
—  xo) (*k —  x i) ■ ■ • ( * *  -  xk -0  (xk —  x k+i) ■■■(4 —  x i - 1)

Тогда получим 
f (*/)

A , =
(xj — xa) ■■■(xj — xj-l)

_  %  ПЧ)
h  i*i- Xk) (xk — xo) ■ ■ ■ (xk — Xk-X) (xk — xk+l) ■■■(xk — Xi - 1)

____________________w ____________________
(X* —  Xo) . . .  (XA -  x ft_ j)  (x* -  x fe K ) . . .  ( r /; -  —  X j )

i

Сопоставляя это выражение с (10), видим, что Л,- совпадает с раз
деленной разностью /-го порядка:

Aj= f  (х0, хь . . . ,  Xj).

Отсюда и из (12), (13) приходим к интерполяционной формуле 
Ньютона
Ln (х) —

=  / (*о) +  (* — Х0) / (̂ о. xl) +  (X — х0) (х — Xj) / (х0, ХЬ ха) +  . . .
. . .  4- (х — х0) (х — Xi) . . . (х — х„_,) / (х0, х1т . . . .  х„). (15)
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Подчеркнем еще раз, что формулы (8) и (15) представляют со
бой различную запись одного и того же многочлена

йц +  й[Л'-(-Й2Л'“ +  . . . +  Й„Л'',) ’ V

удовлетворяющего условиям интерполяции (2 ).
Интерполяционную формулу Ньютона удобнее применять в том 

случае, когда интерполируется одна и та же функция f(x), но чис
ло узлов интерполяции постепенно увеличивается. Если узлы ин
терполяции фиксированы и интерполируется не одна, а несколько 
функций, то удобнее пользоваться формулой Лагранжа.

З а м е ч а н и е .  При выводе формулы (15) не предполагалось, что узлы 
Ха, Xi, . . . ,  хп расположены в каком-то определенном порядке. Поэтому роль точ
ки х0 в формуле (15) может играть любая из точек ха, Xi, . . . ,  х„. Соответ
ствующее множество интерполяционных формул можно получить из (15) пере
нумераций узлов. Например, тот же самый многочлен L„ (х) можно представить 
в виде

Ln М = / (■'"„) + ('' — хп) f (хп> ха-J +
+  (X — Хп) (X — Xn_ J  f  ( хп , Xn_ v  +  . . .

•■• +  ( * — х„) (X — Xn_ J  . . .  ( X —  Xt) f  (xn, Xn_ x ..........A'o). (16)

Если XoCxt  < a'2<  . . .  < x n, to (15) называется формулой интерполирования 
вперед, а (16) — формулой интерполирования назад.

§ 2. Погрешность интерполирования

1 . Остаточный член интерполяционной формулы. Заменяя функ
цию f(x) интерполяционным многочленом Ln(x), мы допускаем по
грешность

rn{ x ) = f ( x ) —Ln(x),
которая называется п о гр е ш н о с т ь ю  и н т е р п о л и р о в а н и я  или, что то 
же самое, остаточным ч л е н о м  и н т е р п о л я ц и о н н о й  ф о р м у л ы . Ясно, 
что в узлах интерполирования эта погрешность равна нулю. Оце
ним погрешность в любой точке г е [й , Ь]. Для этого рассмотрим 
вспомогательную функцию

g { s ) = f ( s ) —Ln(s)— Ka(s),  ( 1)
где s e [ a ,  b], К — постоянная и

И (s) =  (s—Ха) (s—JCi) . . . (s X n )  . (2)
Пусть требуется оценить rn(x) в заданной точке i e [ a ,  b], не 

являющейся узлом интерполирования. Выберем постоянную К  из 
условия g(x) =  0. Для этого достаточно положить

/  (х) -  Ln (х)
А =  -------------  .

О) (X)

Предположим, что /(s) имеет п + 1 непрерывную производную 
на отрезке Функция g (s ) имеет не менее п + 2 нулей на
этом отрезке, а именно в точках х, хк, k=0 ,  1, . . . ,  п. Поэтому про
изводная g'(s) имеет не менее чем л +  1 нулей на [й, b], g" (s) —
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не менее п нулей и т. д., функция g ,7l+1)(s) по крайней мере один 
раз обращается в нуль на [а, Ь]. Тем самым существует точка 
| е [ а ,  b], в которой g (n+1)( £ ) = 0.

Поскольку
g<M+‘> ( s ) = / (n+I) ( s )  — (п +  1)!К,

получаем

/<п+1) (|) =  L(x). ~  Ln (Х) (п +  1)1
fflW

Таким образом доказано, что погрешность интерполирования 
можно представить в виде

f (х) — и  {х) =  - И (X), (3)
(«+ 1)!

где | е [ а ,  b] и оз(х) —многочлен, определенный согласно (2 ). 
Отсюда следует оценка

м
\ f ( x ) - L a( x ) \ ^ — |ю(х)|, (4)

(п -г U!
где МП11 — sup | (х) | . В частности, если f(x ) — алгебранче-

х̂ [а,Ь]
ский многочлен степени п, то интерполирование, проведенное по 
любым точкам х0, хи . . . ,  хп, осуществляется точно, т. е. L„(х) =  
= /(* )•

З а м е ч а н и е .  Наряду с интерполированием применяют и экстраполиро
вание, т. е. вычисление значений функции f(x) в точках х е [ а ,  b ] по приближен
ной формуле f ( x ) » L n (x), где Ln( x ) — интерполяционный многочлен. Однако 
погрешность экстраполирования обычно оказывается существенно большей, чем 
погрешность интерполирования. К этому выводу можно прийти, рассматривая 
поведение многочлена а>(х) внутри и вне отрезка [а, Ь].

Поскольку многочлены Лагранжа и Ньютона отличаются толь
ко формой записи, представление погрешности в виде (3) справед
ливо как для формулы Лагранжа, так и для формулы Ньютона. 
Однако погрешность интерполирования можно представить и в дру
гом виде. Для этого рассмотрим разделенную разность

}  (X , X q , X j,  . . . , Х п) —
/(*)

lx — Х0) (х — А'х) . . .  (X — Хп)
+

+ П* о)
(*о — х) (х0 — хд . . .  (х0 —ХЛ)

. . .  + НХп)
(хп — х) (Хп — х0) ... (х„— Хп_г)

имеющую порядок п+1. Отсюда найдем
(х — Xj) (х — Х2) . . .  (X — хп)

f ( x ) = f  (х0)
{х0— х1) (х0 — х2) . . . ( х 0— хп)

(х — х0) (х — хг) . . .  (х — Хп_г)+ Пх п )  .......... +
{хп — *о) (*„ — хр . . .  (Х„ -  Xn_J

+  {х — х0) (х  —  хг) . . .  (х  —  Х п )  /  (X, Х 0 ,  Х 1 г  . . .  ,  Х п ) =

=  L n  (х) +  (х  —  Х0) (х  —  X j) . . .  (х  —  Х п )  / (х , х 0, . . . , Х п ) .
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Таким образом, погрешность интерполяционной формулы мож
но представить в виде

f (x )—Ln(x)=a>(x)}(x, х0, л-„ . . . .  хп). (5)

Сопоставляя (3) и (5), видим, что существует точка 
которой

c(di-l) /£\
f i x ,  Х0, Х1.............. Хп) =  '  - ff  .

(пд- 1)!

[а, b], для

(6)

Формула (6) устанавливает связь между разделенной раз
ностью порядка п+ 1 и ( л + 1)-й производной функции f(x).

2. Оптимальный выбор узлов интерполирования. Величину 
|ш(х) |, входящую в оценку (4), можно минимизировать за счет вы
бора узлов интерполирования. Задача состоит в том, чтобы подо
брать узлы xk̂ [a ,  b], k =  0, 1 , . . . .  п, так, чтобы минимизировать 
величину

шах I (х — х0) {х — x j  . . .  {х — хп) I.
х̂ [а,Ь]

Эта задача уже рассматривалась в примере 1 из § 5 гл. 2. Она ре
шается, как мы знаем, с помощью многочлена Чебышева

Тп fi (х) — (Ь- д)П
22П + 1 cos ( (n -ф 1) arccos 2 x—(b+ а) 

b  —  а
(7 )

причем в качестве узлов интерполирования надо взять корни мно
гочлена (7), т. е. точки

Xk — cl -j~ b I b  —  CL (2& -f- 1) n
------ ----------------------- COS 1 ------ ,

2 2 2 (я +  1)
k =  0, 1, . . . .  n. (8)

При этом

max | a (x) | =
x ~ [ a . h ]

(,b -a )n+1
22Л+1

и оценка (4) примет вид

I fix) — Ln (x) I <
Mn

0 +  1) !

(b_a)n+1
9*/l+l (9)

3. О сходимости интерполяционного процесса. Возникает воп
рос, будет ли стремиться к нулю погрешность интерполирования 
f{x)—Ln(x), если число узлов п неограниченно увеличивать. Ответ, 
вообще говоря, отрицательный.

Сформулируем определение сходимости интерполяционного про
цесса. Множество точек х-и i = 0, \, . . .  , п, таких, что

а ^ х 0< х 1< . . ,< Х < Ь

назовем сеткой на отрезке [а, Ь] и обозначим через Q„. До сих пор 
предполагалось, что число узлов интерполяции фиксировано. Пере
ходя к изучению сходимости интерполяционного процесса, необхо-
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цимо рассмотреть последовательность сеток с возрастающим чис
лом узлов, а именно последовательность

О0 =  {х<0)}, Qi =  {411, 4 1’}, . • • , =  {4П), х[п\  . . . .  4"’}, • ..

Пусть функция f(x) определена и непрерывна на [а, Ь]. Тогда 
можно задать последовательность интерполяционных многочленов 
Ln[f(x) ], построенных для функции f(x) по ее значениям в узлах 
сетки Q„.

Говорят, что интерполяционный процесс для функции f(x) схо
дится в точке х*е[а, Ь], если существует

lim  L* [ /(* * )]  =  /(* * ) .

Кроме поточечной сходимости рассматривается сходимость в 
различных нормах. Например, равномерная сходимость на отрезке 
[а, Ь] означает, что

max | f (х) — Ln [/ (*)] | О
х£=[а,Ь1

интерпо- 
интерпо-

при п-*-оо.
Свойство сходимости или расходимости интерполяционного про

цесса зависит как от выбора последовательности сеток, так и от 
гладкости функции f ( x ) .

Известны примеры несложных функций, для которых 
ляционный процесс расходится. Так, последовательность 
ляционных многочленов, построенных 
для непрерывной функции f(x) = \х\ по 
равноотстоящим узлам на отрезке 
[—1 , 1 ], не сходится к функции \х\ ни 
в одной точке отрезка [ — 1 , 1 ], кроме 
точек —1, 0, 1 (пример С. Н. Берн
штейна, см. [24, с. 519]). На рис. 4 в 
качестве иллюстрации изображен гра
фик многочлена Ь9(х) при 
построенного для функции \х\ по рав
ноотстоящим узлам на отрезке [—1 , 1 ].

Более общее утверждение содер
жится в т е о р е м е  Ф а б е р а  (дока
зательство см. в [24, с. 515]): какова 
бы ни была последовательность сеток 
Q„, найдется непрерывная на [а, Ь] 
функция /(*) такая, что последова
тельность интерполяционных много
членов Ln[ / ( x ) ]  не сходится к f(x) равномерно на отрезке [а,  Ь].

Для заданной непрерывной функции }{х) можно добиться схо
димости за счет выбора расположения узлов интерполяции. Спра
ведлива т е о р е м а  М а р ц и н к е в и ч а  (см. [24, с. 519]): если 
f(x) непрерывна на [а, Ь], то найдется такая последовательность

Рис. 4. График интерполяцион
ного многочлена для функции

</=М
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сеток, для которой соответствующий интерполяционный процесс 
сходится равномерно на [а, Ь].

Заметим, что построить такие сетки чрезвычайно сложно и, кро
ме того, для каждой функции требуется своя сетка. В практике 
вычислений избегают пользоваться интерполяционными многочле
нами высокой степени. Вместо этого применяется кусочнополино
миальная интерполяция, пример которой будет рассмотрен в § 4.

§ 3. Интерполирование с кратными узлами

1 . Интерполяционный многочлен Эрмита. В предыдущих пара
графах предполагалось, что в узлах интерполяции заданы только 
значения функции f(x). Более общая постановка задачи интерпо
лирования состоит в следующем.

В узлах xke [ a ,  b], k =  0, 1, . . . ,  т, среди которых нет совпадаю
щих узлов, заданы значения функции f(xh) и ее производных f(l>(xh) 
до порядка 7V*-— 1 включительно, t =  1, 2, . . . ,  Nk—1. Таким образом, 
в каждой точке xh, k =  0, 1 , . . . ,  т, известны

f(xk), f '(xh), Г * - 1’ (хк)
и, следовательно, всего известно N0 + Ni + .. . + Nm величин. Требу
ется построить алгебраический многочлен Ип{х) степени п =  
=  N0+ N l + ... + Мт—I, для которого

tf<4vk) = r > ( * k), k =  0, l , . . . , m ,  г =  0, 1 , . . . ,  Nh—1 . ( 1)
Многочлен Нп{х), удовлетворяющий условиям (1), называется 

интерполяционным многочленом Эрмита для функции f(x). Число 
А\ называется кратностью узла хк.

Докажем, что интерполяционный многочлен Эрмита существует 
и единствен. Условия интерполяции (1) представляют собой систе
му линейных алгебраических уравнений относительно коэффициен
тов а0, ад, . . . ,  ап многочлена

Нп{х) = а 0 + а1х + . . . +  а„хп.
Число уравнений этой системы равно числу неизвестных и равно 
Лд +  Лд-К. . + Nm. Поэтому достаточно показать, что однородная си
стема

H "(xk) =  Q, 6 =  0, 1, . . .  , m, i =  0, 1, . . .  , Nk — 1 , (2)
имеет только тривиальное решение а0 =  а, =  . . . =  оп =  0.

Группа условий (2) при фиксированном k и i=0,  1, . . . ,  Nk—1 
означает, что число хк является корнем кратности Nk многочлена 
Нп(х). Таким образом, многочлен Нп(х) имеет всего с учетом крат
ности не менее Na + Nl + .. .  + Nm= n + l  корня на [а, Ь]. Поскольку 
степень Н„(х) равна п, этот многочлен тождественно равен нулю, 
следовательно, равны нулю его коэффициенты и однородная систе
ма уравнений (2 ) имеет единственное решение а0 — а1 — . ..  =  ап= 0. 
Неоднородная система ( 1 ) однозначно разрешима при любых пра
вых частях.
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Поскольку значения / (i)(x*), /г =  0, 1, m, i =  0, 1, Л\— 1,
входят только в правую часть системы ( 1 ), коэффициенты as мно
гочлена Нп(х) выражаются линейно через значения / <0 (xk), и этот 
многочлен можно представить в виде линейной комбинации

т  N k-'

//„ (* )=  2  2  cki{ x ) f ( x k),
k=0  i —0

где chi(x) — многочлены степени п.
Ввиду громоздкости выражений для cki(x) мы их не приводим. 
Получим представление для погрешности интерполирования

rn{ x )= f ( x )—Hn(x).
Для этого рассмотрим, как и в § 2, вспомогательную функцию

g ( s ) = f ( s ) —Hn(s) — Ka(s),  (3)
где К — постоянная и

со (s) =  (s — х,,)^ (s — x1)‘v‘ . . .  (s — xm)N'n. (4)
Постоянную К выберем так, чтобы в точке интерполирования х 
выполнялось условие g{x) = 0, т. е. положим

f ( x ) - H n (x)
А =  -----------------  .

“ 00
Узлы хк являются корнями кратности Nh функции g(s), k =  

=  1, 2, . . . ,  т. Кроме того, точка i g [a, b] является корнем o(s). 
Таким образом, функция g(s) имеет с учетом кратности Л/ 0 +  ЛС +  . ..
.. , + Nm+ 1 = л  +  2 корня на отрезке [а, Ь]. По теореме Ролля про
изводная g' (s) имеет по крайней мере один нуль между двумя со
седними корнями функции g(s). Следовательно, g'(s) имеет не ме
нее т + 1 корня на [а, b] в точках, не совпадающих ни с одной из 
точек х0, хи . . . ,  хт, х. Кроме того, g'(s) имеет в точке хк корень 
кратности Nk—1, k = 0, 1, . . . ,  т. Таким образом, g'(s) имеет с уче
том кратности не менее

(Уо— 1) +... + (Л/т— 1) -г (щ + 1) =  N a +  N , +... + Л/т=/г+ 1
корней на [а, Ъ). Аналогично g " (s) имеет не менее п корней и т. д. 
Производная g (n+1, (s) по крайней мере один раз обращается в нуль 
на [а, Ь], т. е. существует точка £ е [а , Ь], в которой g (n+1) ( |)  = 0. 
Из (3) имеем

g<" + 0 (S) =/(«+!) (5) (s) .

Так как сo (s )— многочлен степени п+ 1 со старшим коэффициен
том 1 , имеем (о(л+1) (s) =  ( n + 1)! Поэтому из условия g-("+1,( | ) = 0  
получаем, учитывая выражение для К, следующее представление 
для погрешности интерполирования:

f ( x ) - H n(x) =  J ^ ^ ( x - x f ° ( x - x , ) v ' . . .  ( х - х т) \  (5)
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2. Пример. Пусть Хо<Х]<х2 — точки, в которых заданы значения 
f(x0) = f 0, f(xt) = f u f'{xt) = f ‘u f(x2) = f 2. Требуется построить мно
гочлен третьей степени Н3(х) такой, что

Я3(*0) =  Л>. Hs(Xi) =  fu Н‘3(х1) =  /I, Ha{xt) = f a. (6)

Будем искать его в виде
На (х) =  Со (*) /о +  С1 (х) /х +  с2 (х) / ,  -f bL (х) f[,

где с0(х), сДх), с2(х), bt (x) — многочлены третьей степени. Ясно, 
что Н3(х) будет искомым интерполяционным многочленом, если, 
потребовать

с0 (х0) =  1 , Ci (х0) =  0, с2 (х0) =  О,
с0 (*х) =  0, сг (*j) =  1 , с2 (Xj) =  О,
с0 (**) =  0, Cj (х2) =  0, с2 (х2) =  1 ,
Со (Xi) =  0, сх (Хх) =  0, с2 (xj) =  О,

(Д-о) — О»
bi (Xj) =  О, 
Ьх (*а) =  О,
ftl(Xx) = 1 .

Найдем многочлены третьей степени, удовлетворяющие пере
численным требованиям. Поскольку многочлен с0(х) имеет кратный 
корень в точке х, и простой корень в точке х2, его можно искать в 
виде

с0 (х) =  К (х—х ,) 2 (х—х2) .
Из условия с0(х0) =  1 находим

К —  *(*а — xt)2 (х0 — х2)
Таким образом,

„ /.Л (х—х,)3(х —х2)
0 (х0 — х2)2 (х0 — х2)

(7)
Аналогично получаем

„ (X — Х0) (X — X,)2
с2 \х ) - , w ч2 *(х2 — х0) (х2 — Ху)2

(8)
b (* — х0) (х — хх) (х — х2) 
1 (Хх — Х2) (хх — х0) (9)

Далее, многочлен сДх) будем искать в виде
Сх (х) =  (х—х0) (х—х2) (ах +  р),

где а и р  — постоянные, подлежащие определению. Из условия 
Ci (х,) =  1 находим

axj +  Р =
(*1 — Хо) (*1 — х2)

(10)

Условие с' (x j =0 приводит к уравнению

(П)
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Из уравнений (10) и (11) находим
2 * х  —  * о  —  Ч

а  ■

(*1 —  Ч ?  (*1 —  Х 2) 2

(*1 — -«о) (*1 — *2) 1 + (2 *Х — х0 — х2) хх 

(* 1  — *о) (* 1  — *2)

(* — Х0) (л- — Х2) {X —  Хх) (2 * ! —  *0 —  х 2) 

( * 1  —  * о )  ( * 1  —  * 2 )

Таким образом,
C l  ( х )  =  -

(X, — Х0) (*1— х2)

Искомый интерполяционный многочлен Н3(х) имеет вид

(Л'о * l) 3 (лг0 — х2)
(х — X,) (2 хх — * 0  — *г) \  (* — *о) (х — х2)+  И , /  (-̂ i) н-

(*1 — *о) (*! — х2) j  (Хх — Х„) (*] — Х2)
(*  — *о) —  ( х  —  Х 2 ), ( х — Хр) (х — Хх) 2 f ,

‘ , . . ,„ /
(*2 —  *о) (*2 —  * l) ! ( * 1  —  * 2 )  ( * 1  —  А о )

7 'Ю -

(12)

(13)

Согласно (5) погрешность интерполирования в случае много
члена (13) можно записать в виде

/ М — н з (*) =  ~  х<>) (х х (х ~  74)24
где (х0, х2) .

Интерполяционный многочлен Эрмита можно построить путем предельного 
перехода в многочленах Лагранжа и Ньютона. Поясним это на том же при
мере. Наряду с узлами х 0, xi, х2 введем узел х3 (отличный от х0, х х, х2) и по
строим по узлам *о, *i ,  *2, х3 интерполяционный многочлен Лагранжа

L3 (х) =
( х  — *о) ( х  — *,) ( х  — х 2)  ̂+

L (*3 — Х0) (Х3 — X,) (х 3 —  х 2 ) '
_ (* — Хр) (X — х 2) ( X  —  Х 3 )  +  ( X  — Хд) (х — ха) (х — х3)  ̂ ^

(*1 — *о) (*1 — х 2 ) (Хх —*з) ' ' 1 (*0 — *1) (*о — х2) (*0—*з) ' 0
, ( X  — *о) (X — Хх) (* — *з)-+-----------------------------/ (*2> •

( х 2 —  Х 0 )  (х2 — Хх) (х2— *з)
(15)

Получим многочлен (13) путем предельного перехода в (15). Зафиксируем 
точки х, х0, х,, х2 и устремим х3 к х\. Тогда последние два слагаемые перейдут 
в  пределе в выражение

(х— хх) 2 (х — х2) 

(*о — *i)a (*о — х2)
/ (*о) -+

(х — х0) (х — хх)а 

(х2 — х0) (х2 — хх)а
f (x  2). (16)

Первые два слагаемые в (15) объединим следующим образом:
(х — х0) (х — х2) / (х — хх) f (х3) _  (х — х3) f (хх) \

*з — *i (*з — *о) (*з — х2) (хх — х0) (хх — х2) /

Поскольку при указанном предельном переходе величины х 3—х х и
(х — хх) /  (х3) _  (х — х3) /  (хх) ^

(*з — *о) (*з — *2) (*i — * 0)  (*i — х2)

стремятся к нулю, можно раскрыть неопределенность вида 0 / 0 , воспользовав-
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шись правилом Лоииталя. Дифференцируя выражение (17) по х3, получим 
функцию

а  (х 3) ■-= ■
/(*.)

(*1 —  *о) ( Х у  —  х 2)

(х — Ху) (2х3 — х0 — х2)
2̂ /у__„ \2 ' (Хз>(X3 — X0V (х3 — х2) 2

, г (х — *l) (*3 — Хр) (Х3 — Х2)
(Х3 - Х 0)2 (Х3 - Х 2)2 !  [ХЗ>'

lim а (х3) ■Хг->х1
1

(Ху — Х<у) (Ху= 5 - [ ‘-
(х —  Х у )  (2Ху — х0 — х2) 

(Ху —  Х 0 )  ( Ху  —  х2)

+  ■

/ (*l) +

(х — Xj) f  (.Ху)
(х г — Х0) (X! — Х2)

Итак, первые два слагаемые в (15) переходят в пределе в выражение

(х Ху\ (2ху —  х„ — х2)
(Ху — Х0) (Ху — Х2) J (Xi — х0) (хх — х2)

(* — *о) ( Х  —  Х 2 )
[ (Ху) +

(х — х0) (х — X,) (х — X»)
+  --------- — -------- — -------- — /' (Ху).

(Ху — х„) (х. — х2)

Отсюда и из (16) получаем многочлен (10).

§ 4. Интерполирование сплайнами

Интерполирование многочленом Лагранжа или Ньютона на 
всем отрезке [а, Ь] с использованием большого числа узлов интер
поляции часто приводит к плохому приближению, что объясняется 
сильным накоплением погрешностей в процессе вычислений. Кро
ме того, из-за расходимости процесса интерполяции увеличение 
числа узлов не обязано приводить к повышению точности. Для того 
чтобы избежать больших погрешностей, весь отрезок [а, Ь] разби
вают на частичные отрезки и на каждом из частичных отрезков 
приближенно заменяют функцию / (х) многочленом невысокой сте
пени (так называемая кусочно-полиномиальная интерполяция).

Одним из способов интерполирования на всем отрезке является 
интерполирование с помощью сплайн-функций. Сплайн-функцией 
или сплайном называют кусочно-полиномиальную функцию, опре
деленную на отрезке [а, Ь] и имеющую на этом отрезке некоторое 
число непрерывных производных.

Слово «сплайн» (английское spline) означает гибкую линейку, 
используемую для проведения гладких кривых через заданные точ
ки плоскости. Мы не будем придавать слову «сплайн» какого-либо 
определенного технического смысла.

Преимуществом сплайнов перед обычной интерполяцией явля
ется, во-первых, их сходимость и, во-вторых, устойчивость процесса 
вычислений.

В этом параграфе будет рассмотрен частный, но распространен
ный в вычислительной практике случай, когда сплайн определяется 
с помощью многочленов третьей степени (кубический сплайн).
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1. Построение кубического сплайна. Пусть на [а, Ь] задана не
прерывная функция f(x). Введем сетку

a=x„<xl< . . .<xN- i< xN — b

и обозначим fi=f(Xi), i = 0, 1, . . . ,  N.
Сплайном, соответствующим данной функции fix) и данным 

узлам {jC;}iLo, называется функция s(x), удовлетворяющая следую
щим условиям:

а) на каждом сегменте [х*_ь х{], i = l ,  2, N, функция s(x) 
является многочленом третьей степени;

б) функция s(x), а также ее первая и вторая производные не
прерывны на [а, Ь];

в) s{xt) = f { x t), i = 0, 1, . . . .  N.
Последнее условие называется условием интерполирования, 

а сплайн, определяемый условиями а)—в), называется также ин
терполяционным кубическим сплайном.

Докажем существование и единственность сплайна, определяе
мого перечисленными условиями. Приведенное ниже доказатель
ство содержит также способ построения сплайна.

На каждом из отрезков [Xj_(, х,], t =  l, 2 , . . . ,  N, будем искать 
функцию s(x)=Si(x) в виде многочлена третьей степени

Si (х) =  at +  bi (х — Xi) +  Ц- (х — Xi)2 +  ~ ( Х  — Xi)3, (1)
2 6

X i-^xs^Xi, i = l , 2 , . . . , N ,

где at, bit cit d{— коэффициенты, подлежащие определению. Пояс
ним смысл введенных коэффициентов. Имеем

Si (X) =  bt -f Ci (X — Xi) +  - у  (х — xt)2,

si (х) =  d +  di (х — Xi), si (x) =  di,
поэтому

ai =  Si(xi), bi — si (x;), a — Si(Xi), di =  s"(Xi).

Из условий интерполирования s(x{) = /(x ,) , i =  1 , 2 , . . . ,  N, полу
чаем, что

ai=f(Xi), i = l ,  2, . . . ,  N.

Доопределим, кроме того, a„ =  f(x0).
Далее, требование непрерывности функции s(x) приводит к 

условиям
Si{Xi)=si+l(Xi), i =  1, 2, . . . .  N— \.

Отсюда, учитывая выражения для функций s,(x), получаем при 
г=0, 1,. . . , N— 1 уравнения

di =  0Ul +  bi+l (Xi — Х;+1) +  (X; — X;+1)2 +  ——  (Xi — XI+1)3.
2 6
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(2)

Обозначая hi=xt—xf-i, перепишем эти уравнения в виде
h] А?

hibi-----f  +  =  ‘ =  1, 2, . . .  , N.
2 6

Условия непрерывности первой производной
Si (хс) =  Si+i (Xi), i =■ 1» 2, . . .  , N 1,

приводят к уравнениям

dhi -  -J- hi =  bt -  Д_х, 1 =  2,3, (3)

Из условия непрерывности второй производной получаем урав
нения

dih^Ci—Ci-i, i= 2 ,3 , . . . ,N .  (4)

Объединяя (2) — (4), получим систему 3N—2 уравнений относи
тельно 3N неизвестных bu си dt, 1= 1 , 2 , . . .  , N.

Два недостающих уравнения получают, задавая те или иные 
граничные условия для s(x). Предположим, например, что функ
ция f(x) удовлетворяет условиям f"(a)=f"(b)=  0. Тогда естест
венно требовать, чтобы s"(a)—s"(b) = 0. Отсюда получаем 
si( * o )  =  0 , s n ( x n ) = 0 ,  т . е. c t — d,AJ= 0, с ы = 0.

Заметим, что условие с,—d,/i,=0 совпадает с уравнением (4) 
при t=l ,  если положить с0=0. Таким образом, приходим к замкну
той системе уравнений для определения коэффициентов кубиче
ского сплайна:

М ; = с,—Cj-i, i= 1, 2, . . . ,  N, c0 = Cjv = 0, (5)
ft;?

kfii----—di =  b:

h* 2 ft®
hcbi------с;  4-----di =  f,l 6

b;-i, i =  2, 3, . .. , Al,

Л - i ,  i = l , 2 , . . . , N .

(6)

(7)

Убедимся в том, что эта система имеет единственное решение. 
Исключим из (5) — (7) переменные bu dit i = l ,  2, . . . ,  N—1 , и по
лучим систему, содержащую только с,, 7=1,2, . .  . ,Л7— 1. Для этого 
рассмотрим два соседних уравнения (7):

, <4 А? ,  , h - f t-гbi =  — Ci---- -- di н------ ------ ,
2 6 ft£

< hi-1 г̂'-t ^ | /i-l 7 j-2bi-1 =  ——■ Ci_!----- — di-. 1 ч------- --------
2 6 ft, ,

и вычтем второе уравнение из первого. Тогда получим
bi — bi-t -

=  1  {hid -  hi— iCi—i) -  -  (tidi -  hUdi-i) +  -
* 6 k;
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Подставляя найденное выражение для bi—b{- 1 
уравнения (6), получим

hid “I- hi—iCi—i
h2

1 - 1

3 di—i
Г/1- / 1-1

hi

в правую часть

f i -r-f i-
(8)

Далее, из уравнения (5) получаем
h id - c  =  h i  ( C i C i_ ^ ) , / 1i—i d . i —i  h i —i  ( C i—i  £7 —2)

и, подставляя эти выражения в (8), приходим к уравнению 

/ i i _ i C , - 2 +  2 +  / l i ) C i - 1  +  hid =  6  f
V Ai Ai-i

Окончательно для определения коэффициентов ct получаем си
стему уравнений

hiCi-1 +  2 (he -(- hi+1) Ci -(- hi +icI +1 =  6  ̂ ^ ---- ----------——- j  , (9)

i = l , 2 ........Л/—1 , с0= ся= 0.

В силу диагонального преобладания система (9) имеет единст
венное решение. Так как матрица системы трехдиагональная, ре
шение легко найти методом прогонки, которая в данном случае 
устойчива (см. п. 7 § 4 ч. I). По найденным коэффициентам с,- ко
эффициенты Ь{ и di определяются с помощью явных формул

di
k; h;

~  di + f t - f t

hi
(10)

Таким образом, доказано, что существует единственный куби
ческий сплайн, определяемый условиями а) — в) и граничными ус
ловиями s"(a)= s"(b )= 0 . Заметим, что можно рассматривать и 
другие граничные условия.

2. Сходимость процесса интерполирования кубическими сплай
нами*). Покажем, что интерполирование кубическими сплайнами 
является сходящимся процессом, т. е. при неограниченном увели
чении числа узлов N соответствующая последовательность сплайн- 
функций сходится к интерполируемой функции f(x). Оценки по
грешности интерполяции r (x )=f(x)—s(x) зависят от выбора сеток 
и от гладкости f(x). Для простоты изложения будем рассматри
вать сейчас последовательность равномерных сеток

(Hh={Xi=a + ih, i= 0, l ........TV}

*) Изучение этого раздела не обязательно для понимания дальнейшего ма
териала. Более подробное изложение см. в [201.
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с шагом h= (b—a)/N. В этом случае основная система уравнений 
(9) принимает вид

С;-1 +  4Ci 4- Cin =  6f-x i , i =  1 > 2, . . . , N 1, (11)
С о — С к =  0,

где обозначено f-x j  =  ( /i - i-2/ ;+ /i+1)/ft2.
От функции f(x) будем требовать существования непрерывной 

на [а, Ь] четвертой производной, f (х) e C (i|[a, 6]. Кроме того, 
предположим, что выполнены граничные условия f"(a)=f"(b)=  О 
и такие же условия для сплайнов. Обозначим

1 ё  W |\c[a,b] =  I в  (X) I. М 4 =  1 /(4) W IIС[а.ЬУ

Пусть sh(x) — кубический сплайн, построенный для функции f(x) 
на сетке со*. В следующей теореме приведены оценки погрешно
сти интерполяции для функции f(x) и ее производных f'{x), }"{х).

Т е о р е м а  1. Для Ь] справедливы оценки
| | / ( * ) - 5;!(х)||С[а1Й]< Л У 1\  (12)

IIГ (х) — s'n (X) ||qa,b] SS M4h \  (13)
\ \r(x)-s ': t (x)\\C[aib]̂ M 4h \  (14)

Из этих оценок следует, что при h-*-0 (т. е. при N-+-оо) после
довательности stfix), i= 0, 1, 2 , сходятся соответственно к функ
циям f (i> (х) , i= 0, 1, 2 .

Для доказательства теоремы 1 потребуется следующая лем
ма 1, в которой даны оценки погрешности f"{x^ — s!l(xi) в узлах 
сетки. Будем обозначать

11<р(-*)1-(Ш/1, =  max 1ч>(**)1-xi
Л е м м а  1. Для  Д х )е С (1)[а, Ь] справедливы оценки

i r w - s . : w n Cftefc)< - ^ - A a. ns)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку s^{xt)=си где с,- — решение 
системы ( 1 1 ), достаточно получить оценку для погрешности zt= 
=Ci—f"(Xi), t'= 1,2, . . . , N — 1. Подставляя Ci=zt+  fi в (1 1 ), полу
чаем для Zjуравнения

zi- 1 +  4zi+ z i+1 =  i|ii, i = l ,  2, . . . ,  N— 1, 20 =  zw = 0, (16)
где

■̂ =  6/ ^ - ( / / и  +  4/: +  /м). (17)
Оценим решение системы уравнений (16) через правые части
Для этого перепишем уравнение (16) в виде

4z(= —Zi-i—zi+i+t|}i
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и воспользуемся неравенствами
4 | г ; | =s= I z;-i 1 +  I Zi+i | +  | г|); | <  2 1 г ||C(<%) +  II 'I’ |c^ k) •

Так как это неравенство справедливо при всех i, оно выполня
ется и в топ точке х{=хк, в которой достигается максимум [z;|, 
т. е. в точке, где

Поэтому выполняется неравенство

4 1 21с(юА) ^  2 1 2 llc(o);,) +  I 'Р Ис(аА)'
т. е.

II f " ( x ) - s h(x) |C(<Bh)̂ - | | 'H c (ffl/l) • (18)

Для того чтобы получить отсюда неравенство (15), осталось 
оценить ||'Р||С(мя). где ч|з( определено согласно (17). Перепишем гр*
в виде

^ = 6 (/b i i - / ' ; ) - / ^ ( n b ,  (19)

и воспользуемся разложениями (см. п. 1 § 4 ч. I)

fxx.i =  / ' V (b)i Ь  S  ( X i - U  X i + l ) ,

(D-xxi =  r & ) ,  b e  (xc. u xUl), 

справедливыми для / ( r ) e C (4)[a,f)]. Тогда из (19) получим 

^ ■ = ^ / ,v ( b ) - / t 2/ lv(b),

т. е. при любом i = l , 2 , . . . ,  N—1 справедлива оценка

| | s? - 7  h2 max | / IV (х) |,
2 х<=[а,Ь]

И ЛИ

|| ^ ||с(сол) ^  1,51г2м4,
где М4=  max | / IV(x)|. Отсюда и из (18) получаем требуемое не-

* е [а ,й ]

равенство (15). Лемма 1 доказана.
Перейдем к доказательству теоремы 1. Получим сначала оцен

ку (14) погрешности f"(x) — s' (х), возникающей при интерполи 
ровании f(x) кубическим сплайном sh(x). Рассмотрим отрезок 
[xi-ly х{], где i — любое из чисел 1, 2, . . . ,  N. На этом отрезке 
s" (х) =Ci-\-d,(x—x,) и согласно (4) имеем

s’h (х) =  ci +  ^ 1~х (х — Xi)
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или
s"h (.*) =  ad  +  (1 — ос) С/—!,

где

а =
h

1— а =
h

(20)

Для сеточных функций v, определенных на сетке соЛ, обозначим 
У (а) =  a v i  +  (1 — ос) V i - U

так что
S" (*) =  c f .

Воспользовавшись тождеством

Г(х) =  ( Г Г  +  ( Г ( х ) - Г Г ,
■представим погрешность f" (х) — s" (х) в виде

г  м  -  si (х) =  if; -  а г  +  (/" w  -  /о(а)-
Отсюда получаем неравенство

I Г  (х) —  Sh (X) I ss I (/;• -  Cl)(a) I +  I ( f  (*) -  П Г  I, (21)
справедливое для любого х ^ [ х {- ,̂ х{]. Оценим отдельно каждое 
из двух слагаемых в правой части неравенства (21). Для первого 
слагаемого, учитывая лемму 1 , имеем
(/г — Сс)(а) | =  | ос (П — а) +  (1 — ос) (/;_! — си ) | <

^  ОС I /" ( X )  —  Sh (х) ||C(a,ft) +  (1 — ОС) II /" ( X )  — S h (х) Цс,^) ^  j  M J l 2,

т. е.
1 ( / ; - с , - Г  | 5 £ - М 4/г2. (22)

4

Далее, рассмотрим выражение

(/" (*) -  Г Г  = «(/" (*) -/") + (1 -  «) (/" (*) -  Г-П-
По формуле Тейлора имеем

г  (х) -  Г = ф  -  х ц г  (х) -  Г г Г  г  (у ,

/" (X) -  Г  =  ( х -  х Г  Г  (х) -  {Х~ ХГ . Г  (У, 

где ^е(А\_,, Xi). Отсюда и из (20) получим

(Г (х) -  Г Г  =  [ а ( х - Х1) + ( \ - а ) ( х - хи )] Г Г )  ~
- 1  [«(х -  х,у f 'v (I) +  (1 -  сс) (* -  ХпО2 Г  (?«)] =

= -  г  -х )  Г  (Ь)+ (х -  / ' v (coj.
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так что

<  —  max [(х — X i - i )  ( X i  — x)] {.Vf4 (xt — x) +  /И4 (x — x,^)} =  
2Л

Итак, второе слагаемое в правой части неравенства (21) оце
нивается следующим образом:

1 (Г (* )- /0 <а’ К ^ 2- .  (23)о
Подставляя оценки (22) и (23) в неравенство (21), получим

| r ( x ) - s ' h( x ) \ ^ ™ f -  (24)

для любого А е [Xi-U Xi]. Поскольку неравенство (24) справедливо 
для любого i =l ,  2,. . . , N, из него следует оценка (14).

Докажем теперь оценку (13). Рассмотрим на отрезке [х(_,, х;] 
функцию r(x )=f(x)—sh(x). По определению сплайна имеем 
r(x{-i)=r(xi)=0, следовательно, найдется точка | е ( х ;-,,Х;), в ко
торой г'(£)=0. Поэтому

I г'(х) | =  | г' (х) - г '  ( |)  | =  | г" а ) (х- d  к  | г" | к  
где (*(_,, х;) . Таким образом,

l / '( * ) - < ( x ) i< i r ( D - s ; ( S ) |f t ,
и, учитывая (14), получим неравенство

I / ' (X) — sfti(x) I eg М4А»,
из которого следует оценка (13).

Осталось получить оценку (12). Пусть х — любая точка из ин
тервала (х;_!, х(). Введем функцию

£ (0 = /( 0 - М 0 - * ( * - * < - .)  (25)
где £e[Xi-,,Xi] и /( — постоянная, выбираемая из условия g(.v)=0, 
т. е.

у- . f(x)-Sh  (*)
(х — х ^ )  (х — xt)

Имеем £(Xi_,)=g(Xi)=g(x)=0. Поэтому найдется хотя бы одна 
точка |e(Xi_,,Xi), в которой g " ( |)= 0 . Поскольку

g " ( t ) = f " ( t ) ~ s h( t ) -2 K ,
получим 

т. е.
ч .ч  И ю - * ; ( а ,/ (х) — S h  (X) =  ------ ------ (X — АМ) (X — X i )  .
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Отсюда и из (14) получаем неравенство

I / (х) — яЛ (х) к  и г  М — s; (х) |C(W/1) 4 - sT ,Z 4 6
которое и приводит к оценке (12). Теорема 1 доказана.

§ 5. Другие постановки задач интерполирования 
и приближения функций

1. Примеры. Во многих случаях возникает необходимость при
ближенной замены данной функции другими, более простыми 
функциями. Одним из способов такой замены является интерпо
ляция алгебраическими многочленами, подробно рассмотренная в 
предыдущих параграфах. Однако не всякую функцию целесооб
разно приближать алгебраическими многочленами. Отметим в 
виде примеров несколько других способов интерполирования.

Пр и мер 1. Тригонометрическая интерполяция. Если f(x) — 
периодическая функция с периодом /, то естественно строить при
ближения с помощью функций

ф* (*) =  Щ cos —  1- bk sin —j— , к =  0, 1

Таким образом, тригонометрическая интерполяция состоит в за
мене f(x) тригонометрическим многочленом

тп (х) =  2  ФА (х) =  а0 -f ^  («й cos +  bk sin ,
/ г = о  k =i  4

коэффициенты которого отыскиваются из системы уравнений 
Tn(xj)=f(x j), / =1 , 2 ........2 /1+ 1 ,

где x0< x t<. . .< -̂ 2n+lJ -̂ 2п+1 *0
П р и м е р  2. Приближение рациональными функциями. Пусть 

значения функции }(х) заданы в точках x0<Xi< - . ,<хп. Требуется 
построить функцию

Фа; М

akxk +  ak_vxk 1 +  . .  . +  а0 

х1 +  b[_yx l 1 +  . .  . +  Ь0
(1)

(k, l — заданы), для которой
фu(xj)=f(Xj), / =  0, 1, . . . ,  п. (2)

Уравнения (2) представляют собой систему из п+ 1 уравнения от
носительно k + l+ 1 неизвестного а0, аи . . . ,  ak, Ьа, Ьи . . . ,  Бу
дем требовать, чтобы число уравнений равнялось числу неизвест
ных, т. е. «=& + /. Тогда придем к системе линейных уравнений 2

2  — ft 2  biX' =  fjX1., j — 0, 1, . . ., (3)
1=0 1=0
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в которой неизвестными являются величины аи i= 0, 
и bu i= 0, 1 , . . .  , 1 .

П р и м е р  3. Дробно-линейная интерполяция. Пусть значения 
функции f(x) заданы в трех узлах, а именно в точках xt- u xit xi+u 
причем xi- l<xi< x i+1. Построим функцию

ср (х) = aix +  а0 

х+ Ь0 (4)

для которой ср(х.,)=Дх^, j= i— 1, i, г+1. Данная задача является 
частным случаем задачи, сформулированной в предыдущем при
мере, когда k=l=  1. Поэтому для определения коэффициентов 
а0, аи Ьа можно воспользоваться системой уравнений (3), которая 
в данном случае примет вид

ф| +  b j  ;_ i  =  Х{- i f  l - i ,

а0 +  ayxi — b0fi =  Xifi, (5)
U q “ Ь  b g f i+ l  =  X t + l f l  + 1-

Найдем в явном виде решение этой системы. Обозначим
Ы =  хс — xi-u /г;+1 =  xi+l — xi, Tic =  0,5 (/ii+1 +  K), 

fx,i =  (/‘ fc-i)/hl, fx,i =  {fi+i fi)lhi+1,

fxS.i=(fx.i-fx.i)hi.

Применяя последовательное исключение неизвестных, приведем 
систему (5) к треугольному виду

a0+ a 1xi — b0fi =  Xifi, 
ai ~ boh.i=--(xf h i ’

— bofxi.i =  (x f)^ j
(6)

Если f-£i =т^О, то из (6) последовательно найдем
W)-

b . — - , a i = f r 2h U
f-~ . ’ * "  f-~ .

X X  ,1 ' X X  ,1

^ X  X  , i

При проведении вычислений по этим формулам может оказаться 
полезным тождество

(*/)« ./=  +
h+1 -  U- 

ь.,

Используя приближение с помощью рациональных функций, 
необходимо следить за тем, чтобы на отрезке интерполирования 
знаменатель выражения (1) не обращался в нуль. Другой опас
ностью является такой неудачный выбор узлов интерполирования, 
при котором числитель выражения ( 1 ) делится без остатка на зна-
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мепатель. В последнем случае дробно-линейная функция (4) вы
рождается в константу.

В качестве примера рассмотрим функцию f(x )=kx2, k¥=0. Для 
нее f-~ и система (6) имеет единственное решение

Ь0 — — (*;-1 +  Xi +  JCi+i),
7 77 — к {Xi~\Xi -f- Xi—iXi+i XiX [ .)),

a0 =  kxi-iXcXi
причем

aib0—a0=k(x i+1 + xi- l) [х{( х ^  + х{-\-х1+1) + xi+iXi-i].
Следовательно, приближение f(x) с помощью функции (4) не

возможно вблизи точки х = —b„=xi- l-\-xi + xi+i. Кроме того, условие 
а^о—йоФО приводит к следующим ограничениям на расположение- 
узлов интерполирования:

Xi+i +  X i- ^ O ,  X i iX i- ^ - X i +  X n .,) + x i+lX i- ^ 0 .

П р и м е р  4. Двумерная интерполяция. На плоскости хОу за
даны три точки А{(х{, у {), i=  1,2,3, не лежащие на одной прямой. 
Требуется, используя значения и{=и{х{, г/,-) функции и(х,у)  в этих 
точках, построить аппроксимацию производных ди/дх, ди/ду. Для 
решения этой задачи воспользуемся линейной интерполяцией, т. е. 
будем считать, что

u ( x , y )= a ( x -x l) + b ( y - y l)+c. (7)
Тогда получим, что ди/дх=а, ди/ду=Ь, т. е. при интерполяции: 
функции и (х, у) с помощью линейной функции производные заме
няются константами. Явные выражения для коэффициентов а, Ь, с 
нетрудно найти из условий интерполирования u(xi, y l) = u i. Дейст
вительно, из условия и(хи у,)=и1 получаем, что с=ц,. Далее, ре
шая систему

а (х2 — Xj) + b (у2 — уд =--; u2 — ult 
а (х3 — a'j) +  b (у3 — yj) =  и3 — ии

получим
“ 2 — « 1  Уз — У\ , ь = - ^

Хч — JCi и, — их

«з — “ 1 Уз — У1 д — *1 — Ui (8>

где
Уз — Уг 
Уз~У\

Выражения (8) и задают искомые приближения к производным 
ди/дх, ди/ду.

Определитель Д данной системы не равен нулю, так как по ус
ловию точки Аи А2, А3 не лежат на одной прямой.

Заметим, что соотношения (7), (8) можно записать в виде

=  0 ,

>50

U — Щ X — JCj у — у у 
ц2 — щ х2 — хг У ч  —  у , 
и 3 —  «1 Х 3 —  X ,  У з  —  у !



т. е. в виде уравнения плоскости, проходящей через три заданные
точки (хи у и щ), i = l ,  2 , 3.

2. Общая постановка задачи интерполирования.
резке [а, Ь] задана система функций

Пусть на от-

фо (■«) , ф! (х),. . . , ф„(х) (9)
,и введена сетка

а ^ х oCXjC. . . < xn^.b. ( 10)
■•Образуем линейную комбинацию

ф(х)=С0фо(х)+С1ф1(х)4~- • ■ + Спф„ (х) (И)
с числовыми коэффициентами с0, си . . ., сп. Задача интерполирова
ния функции f(x) системой функций (9) на сетке (10) состоит в 
нахождении коэффициентов с0, си . . . , с„, для которых выполнены 
условия

(p(xj)=f(xj), / = 0, 1 , ( 12)
Интерполирование алгебраическими многочленами является 

частным случаем сформулированной задачи, когда фЛ(х) = х \ k = 
=0, 1, . . . .  п. Возникает вопрос о существовании и единственности 
решения общей задачи интерполирования. Запишем систему (12) 
'более подробно:

с0Фо (хо) +  cifPi W  +  • ■ • +  Ыр* (х0) =  f (х0),
соФо (*i) +  С1Ф1 (Xl) +  • • • +  СпУп (*i) =  f (х,),

С0Фо (Хп) +  CjiPx (хп) -f . . . +  С„ф„ (хп) =  / (*rt).
Для того чтобы эта система имела единственное решение, необхо
димо и достаточно, чтобы определитель матрицы

'ф о  (*о) ф1 (Хо) ■ • Ф „ м

А = Фо (*]) ф1 (X,) . ■ Ф я ( 0

фо (*д) ф! (•*■„) ■ • Ф п(хп)

был отличен от нуля. Более того, поскольку узлы х0, x l t . . .  , х п мо
гут быть как угодно расположены на [а, Ь], лишь бы среди них 
не было совпадающих, необходимо потребовать, чтобы det АФО 
при любом расположении узлов. Выполнение или невыполнение 
этого требования зависит от выбора системы функций (ф*.(х)}£=0.

Система функций {фД х)}а=о называется системой Чебышева 
на [а,Ь], если определитель матрицы (13) отличен от нуля при 
любом расположении узлов xĥ [ a ,  b], k = 0, 1 , . . . .  и, когда среди 
этих узлов нет совпадающих. Таким образом, общая задача ин
терполирования однозначно разрешима, если {q>k(x)}k=o чебы- 
шевская система функций. Функция ф ( х ) ,  определенная согласно
( 1 1 ) и удовлетворяющая условиям интерполяции ( 12), называет
ся обобщенным интерполяционным многочленом по системе
(Фа (*)}£=<>■
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Система алгебраических многочленов сpk(x )=xk, k = 0, 1, п, 
является чебышевской системой на любом отрезке [а, Ь\. Система 
тригонометрических многочленов фДх) (см. пример 1) является 
чебышевской системой на отрезке периодичности.

Приведем примеры систем функций, не являющихся чебышевскими. Пусть 
на отрезке [— 1, 1 ] задана система функций

Фо ( х ) Фт М = Г’\ X,
— 1 : 

О :
;*<о,
Г* <  1.

Если в качестве узлов интерполирования взять, например, точки 

1
х1 =  — — , то получим

Ха = —
3_
4 '

I О 
1 0 |oj

т. е. данная система не является чебышевской на [— I, I].
Менее тривиальным является пример системы

ф о ( * )  =  1 ,  < p i ( x ) = x 2— 1 / 4 ,  * < = [ —  1 ,  1 ] .

Выбрав в качестве узлов интерполирования корни функции qpi (д:), т. е. точки 
Хо =  —0,5, * 1  =  0,5, придем к той же самой матрице А.

Вообще, из (13) видно, что если какая-либо из функций 
ф0, фь . . . , ф„ обращается на отрезке [а, Ь] в нуль более чем п раз, 
то система не является чебышевской. Действительно, если, напри
мер, ф;(хА) = 0  для некоторого / и для /г=0, 1,. . . , п, то, выбирая 
точки ха, х„ . . . , хп в качестве узлов интерполирования, получим, 
что /-й столбец матрицы А содержит только нулевые элементы.

Можно доказать, что справедливо следующее утверждение 
(см., например, [4]). Для того чтобы система (ф*(я)}£=0 была 
чебышевской на [а, Ь\, необходимо и достаточно, чтобы любой об
общенный многочлен по этой системе, у которого хотя бы один из 
коэффициентов отличен от нуля, имел на [а, Ь] не более п нулей. 
Иногда это свойство принимается за определение чебышевской си
стемы.

3. Наилучшее приближение функции, заданной таблично.
Пусть значения функции f(x) и функций фДх), /=0, 1, . . . , п,  из 
системы (9) известны в точках хк̂ [а ,  b], k = 0, 1, . . . ,  т. Если 
т>п,  то задача интерполирования становится переопределенной. 
В этом случае можно рассматривать задачу о наилучшем прибли
жении, которая формулируется следующим образом.

Введем обобщенный многочлен (11) и будем рассматривать его 
значения только в узлах хк, т. е.

Ф (хк) = с 0ф0 (хк) +  с у р ,  (хк) + . . . +  с пф„ (хк) , 
k=0, 1, . . .  , т.

Образуем разности
rk = <p(xh)—f(xh), k = 0, l, т,

характеризующие отклонение в узлах хк точного значения функ- 
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ции f(x) от ее приближенного значения, полученного с помощью 
обобщенного многочлена (11). Для вектора погрешностей

Г =  (Ль гту

можно ввести ту или иную норму, например,
I т  \  '/• /  т  \

2  =  2  (ф ( * * ) - /м л  ,
\А=о / Wo 1

Г =

или
г | =  шах \rk\ — max 1 ср* — / (х*)|. 

o ^ k < z m  о

(14)

(15)

Задача о наилучшем приближении функции f(x), заданной таб
лично, состоит в нахождении коэффициентов с0, с1г.. ., сп, мини
мизирующих норму вектора г. В зависимости от выбора нормы по
лучим различные задачи. Так, норме (14) соответствует задача о 
наилучшем среднеквадратичном приближении, а норме (15) — 
задача о наилучшем равномерном приближении функции, задан
ной таблично.

Если т=п, то независимо от выбора нормы решение 
с= (с0, с, , .. ., сп)Т задачи о наилучшем приближении совпадает с 
решением задачи интерполирования. Действительно, в этом случае 
требование 1И 1=0  приводит к условиям

ф О О = № ), /г=0,
т. е. к задаче интерполирования.

П р и м е р  1. Построим иаилучшее среднеквадратичное при
ближение для случая л = 1, т= 2 , когда заданы fi=f(Xi), г=0, 1 , 2 . 
Обозначим h0= x t—xQ, hi=x2—xi и будем искать обобщенный мно
гочлен ф(х) в виде

Ф (х )  =ca + cl (x—Xi).
Тогда для r(x)=q>(x)—f(x) получим, что ||г|[2= / г(с0, Ci), где

Е(с0, ci) =  (c0- c 1/i0-/o )2+ (C o-/i)2+ (c0 + cihi- f 2)2.
Точку минимума Е(с0, с,) найдем из условий FCt — FCl =  0, ко

торые приводят к системе уравнений
Зс0 +  (hL — hQ) cL =  [а +  /i +  /2,

{К — К) с0 +  (hi +  h\) сх =  h j 2 — h j 0.
Отсюда получим

с0 =  а0/ 0 +  (1 а0 и2) / ] Т- ^2/21

n  =  P ^  +  ( i - P ) ^ .hi hts
где
а =  (^ +  К)

2 (̂ 0 +  1̂ +  hih0)
ач К (h0 +  hi)

2(h20 + h l + h M
", P = hj (2ft, +  ft0)

2 (Aj +  ftj +  A,A„) '

Вводя обозначения h=0,5(ht +h2) , /= /,, fx= (/2—/,)//!,,
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=  (Д — fQ)lha, f-~ =  {fx — можно записать коэффициенты
с0 и С! в виде

с0 =  / +

С, =

Ло +  Л 1 +  hha 
______ 1

2  (А* +  h\ +  А Л )
. ({2h1 +  h 0) h 1f x +  (2h0 +  h1) h 0f - ) .

(16)

(17)'

Если /г1=Л2=/г, то

c 0 = ± ( f o  +  f i  +  h ) ,  П  =  ( 18 )3 2Л
Оценим погрешность полученного приближения. Проводя эле

ментарные выкладки, получим с учетом (16), (17), что
, АЛА2 ,ri =  c0- f  1= - -. 1„°------- f - 2 ,

го — С0 Cj/Zq /о

А2 +  ^  +  А Л  
А,—— Л
2d

С2 =  с0 — сЛ  — /а =  — ™  П-2rl
Отсюда имеем

I  112 2  1 9 1  1 9  " I '  / l O  +  ,

I Л I  =  ' ' о  +  r i i +  1  ^ ------------------ Г !  :

A2ft2da
2(Aq +  A2-f- АЛ) (h;Y>

следовательно,

\r =  А — Ф =
A,A0d

I h \(2 (ft2 +  hi + hM)V°
Согласно (6) из § 2 существует точка £ e (x 0, *2). для которой 
/ - j  = /"(£). Поэтому окончательно можно записать

АЛАII/— Ф|| = У  2 (Aq+  Л2 +  Atdо) IГ (О I

В частности, па равномерной сетке, когда h l= h 2= h ,  получим

||/_ ф || =  Р Т |П Ш ’
т. е. погрешность имеет второй порядок по h.

4. Сглаживание сеточных функций. Пусть имеется таблица зна
чений {fi\i= о функции f (х), полученная, например, путем изме
рения некоторой физической величины или с помощью численных 
расчетов. Может оказаться, что f(x) сильно меняется на отдель
ных участках. В этом случае иногда целесообразно применить про
цедуру сглаживания, т. е. приближенно заменить f(x) другой, бо
лее гладкой функцией <р(х).

Для построения сглаженных функций можно воспользоваться 
среднеквадратичными приближениями, рассмотренными в преды-
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дущем пункте. Согласно (18) получаем, что многочлен ф<*> (х) 
наилучшего среднеквадратичного приближения, построенный по 
значениям fi+u имеет вид

Ф<« (х) =  h-y +  h3-  h+l ■ +  (* -  xt),
причем

Ф(0 (*<) =  - f‘- ' ± b +J ‘* , / = 1 , 2 ,  . . . .  JV -1 . (19)
О

Доопределим (р(0) (х0) = f0, cp(N> (xN)=fN и обозначим ф;=Ф(;) (л:«), 
Z=0, 1 , . . . .  IV.

Процедура сглаживания по формулам (19) состоит в замене 
сеточной функции {/<}"=„ сеточной функцией W  =0, определен
ной согласно (19). То, что такая замена действительно осуществ
ляет сглаживание, можно иллюстрировать примером, приведен
ным в таблице.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

fi 1 l 1 1 0 0 0 0 10 0 0 0 0

ф£ 1 1 1 2

3
1
3 0 0 10

3
10
3

10
3 0 0 0

Здесь функция /) имеет две особенности: разрыв при 1=3 и вы
брос при 1= 8. Сглаживание приводит к размазыванию разрыва, 
а также к размазыванию выброса и уменьшению его амплитуды. 
На участках гладкости f(x) функция ф(х) также остается гладкой. 
Для наглядности читателю предлагается построить графики функ
ций f(x) и ф(х).

В рассмотренном случае сглаживание свелось к осреднению 
функции f(x) по трем соседним точкам. Можно проводить осред
нение и по большему числу точке, например по пяти точкам, когда

2 2

фf =  2  5  ai ==L
/=-2 i -2

Чтобы выяснить, почему осреднение приводит к сглаживанию, вернемся к 
рассмотренному примеру. Будем считать, что f(x) задана на равномерной сетке

шл= {xi =  ih, i= 0 , 1, . .  . ,  N, hN =  /},

причем /o =  fw =  0. Сглаживание по формулам (19) приводит к функции

f i - i  +  i i  +  fc+i
ф,-= 3

1 = 1 ,2 ........ N— 1, фо=флг =  0,

К2
з hx (20)

т. e. к осреднению f(x) по трем соседним точкам. Таким образом, можно счи
тать, что процедура осреднения представляет собой замену сеточной функции f
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h?
неточной функцией Tft где 7’« £ + - - - Л ,  Е — единичный оператор, Л — оператори
второй разностной производной. Будем называть Т оператором осреднения.

В п. 5 § 4 ч. I показано, что любую сеточную функцию f, для которой 
/ o= / n =  0, можно представить в виде разложения

N - 1

f ( x )  =  ' 2 } C k p k { x ) ,  *<Е<оЛ, (21)
k =1

где р,д(х) — собственные функции оператора Л:
Лцд(л:)+Я./!(Хй(л)=0. (22)

Собственные функции и собственные числа оператора Л можно выписать в 
явном виде (см. п. 4 § 4 ч. I):

h2- siir
nk 
2 N Н (*/) = V  J  ■

nkj
N

6=1,2.......N— 1, j = 0,1.......N.
Применяя к f оператор T, получим согласно (21), (22) разложение

T f ( x ) =  2
к

(23)

h? 4 nk
где tk =  1 — Ak =  1 — — sin2 — собственные значения оператора Т.

Коэффициент Д в разложении (23) характеризует влияние оператора осред
нения Т на 6 -ю гармонику. Для низкочастотных гармоник, когда kjN мало, 

л/г
имеем sin2 —-  ж  0 и Д близко к единице. Для больших к. когда &/Л/« 1, имеем 

2 /V 
nk

sin2 ~  1 и | Д | « 1 / 3 .  Таким образом, оператор Т не подавляет низкочастот

ные гармоники и уменьшает амплитуду высокочастотных гармоник примерно 
в три раза. Этим и объясняется эффект сглаживания.

§ 6. Наилучшие приближения в гильбертовом пространстве

1. Постановка задачи. В п. 3 § 5 рассматривалась задача о при
ближении функции, заданной таблично. Однако задачу о прибли
жении функций можно сформулировать и в более общем виде, 
а именно в терминах теории приближений в линейных нормиро
ванных пространствах.

Пусть дано линейное нормированное пространство Я, может 
быть бесконечномерное, и в нем задана конечная система линейно 
независимых элементов

фд^Я, k = Q, 1,. . . , п. (1)
Требуется приближенно заменить заданный элемент / е Я  линей
ной комбинацией

ср=с0фоТс1ф1+ . . . +  cncpn. (2)

Элемент ф, определенный согласно (2), называется обобщен
ным многочленом, построенным по системе элементов (1).
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Будем расссматривать задачу о наилучшем приближении, со
стоящую в том, чтобы для заданного / е Я  среди всех линейных 
комбинаций вида (2) найти такой обобщенный многочлен ф, для 
которого отклонение

II/— (с0фо+ с1ф1~К • • + Спфп) II (3.)
было бы минимальным. Элемент

Ф =  СоФо “Ь ПФТ +  • • • +  слФя|
дающий решение этой задачи, называется элементом наилучшего 
приближения.

Известно (см., например, [2]), что при весьма общих предпо
ложениях элемент наилучшего приближения существует и единст
вен. В зависимости от выбора пространства Н, нормы || • || и си
стемы {ф/г}*=о можно получить ту пли иную конкретную задачу 
о наилучшем приближении.

Рассмотрим более подробно задачу о наилучшем приближении 
в том случае, когда Н — вещественное гильбертово пространства 
со скалярным произведением (/, g )H и нормой ||/||н = У(/, f )H- Ти
пичным примером гильбертова пространства является пространст
во L2(a, Ь) вещественных функций f(x), интегрируемых с квадра
том на [а, Ь], причем

ч V,
f(x)\*dx] . (4)

Пусть задана конечная система линейно независимых элемен
тов фке Я , k=0, п. В данном случае задача о наилучшем
приближении состоит в том, чтобы для заданного элемента /е /7  
найти обобщенный многочлен

Ф =  С0ф0 +  С/Pj +  СасГ,г, (5)
для которого отклонение

II f — Ф ||н =  (/ — Ф, / ~  ф) н (6)

является минимальным среди всех обобщенных многочленов вида
ф = С 0ф0 +  С,ф1+ .  . , +  С„ф„.

2. Сведение к алгебраической задаче о минимуме квадратично
го функционала. Покажем, что сформулированная задача имеет 
единственное решение. Перепишем равенство (6) в виде

П П

1/ —  ФIIн =  ^  C k C i  ( Ф а ,  Фi ) h  —  2 2  C k  (/, Фк)н +11 / ( н .  (7)
k,l—0 £=0

Пусть А=[аы\ — матрица с элементами
аы= (<fh, <fi) н, k , l = Q , \ , . . . , n  (8)

(/. 8) и =  J / (х) 8 W dx, I / ||l2 =  J

157



и с, / — векторы,
С =  (Со, С„ . . . , С„) т, f= ( f0, f i, . . . , f n ) T, 

где fi= (f, ср{)н, i=0, 1,. .. , n. Обозначая через
П

(и,и) =  2 UiVi 
1=0

скалярные произведения векторов и и у, можно записать тожде
ство (7) в виде

|| / — Ф ||н — (Ас, с) — 2 (/, с) + 1 /  ||н. (9)
Отсюда видно, что задача о нахождении наилучшего прибли

жения в гильбертовом пространстве Н сводится к минимизации 
функционала

F(c) =  (Ac,c )-2( f ,c ) ,  (10)

определенного на множестве вещественных (п+1)-мерных век
торов.

Отметим основные свойства матрицы А. Прежде всего, А — 
симметричная матрица, поскольку ак1= (ц>к, <р,)н=  (фч ц>к)н=ал. 
Кроме того, А — положительно определенная матрица.

Докажем последнее свойство, исходя из тождества (7). При 
/= 0  из (7) получим

(Ас, с) =  I ср ||̂  =
П 2

2
k=Q

> 0
н

для любого вектора с. Предположим, что (Ау,у) = 0 для некото
рого у= (j/0, уи . . . , Уп)т- Тогда для обобщенного многочлена

ф  =  У о ф о  +  ' / 1 ф 1 +  • ■ - +  У п ф п

П
имеем ||ф||н =  (Ау, у) =0, следовательно, ф = 2 ^ сР*==0- Отсюда

к= о

в силу линейной независимости элементов <р0, ф , , . . . ,  ф „  получим, 
что ya=yi = . . . =  i/„ =  0. Таким образом, (Ас, с ) >0  для всех с ф 0, 
т. е. А — положительно определенная матрица. Заметим, что поло
жительно определенными являются и матрицы всех угловых ми
норов А.

Следующая теорема сводит проблему минимизации квадратич
ного функционала (10) к решению некоторой системы линейных 
алгебраических уравнений.

Т е о р е м а  1. Пусть А — симметричная положительно опреде
ленная матрица и f — заданный вектор. Тогда функционал (10) 
имеет единственную точку минимума с. Вектор с удовлетворяет 
системе уравнений

Ас — }.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим прежде всего, что система (11) 
имеет единственное решение, поскольку А — положительно опре
деленная матрица. Остается доказать, что вектор с минимизирует 
функционал (10) тогда и только тогда, когда он является решени
ем системы (11). Докажем сначала достаточность. Для любых век
торов v и с имеем
F (с +  у) =  (А (с +  и), с +  v) — 2 (J, с +  v) =

=  (Ас, с) — 2 (/, с) +  2 (Ac, v) — 2 (/, v) +  (Av, и),
т. е.

F (с +  v) =  F (с) +  2 (Ac - f , v )  + (Av, v). (12)
Предположим, что с является решением системы (11). Тогда из

(12) получим
F(c+ v)=F(с) + (Av, v).

В силу положительной определенности матрицы А отсюда следует 
неравенство

^ ( c +f )  >F(c)
для любого ненулевого вектора v. Это и означает, что с —точка 
минимума функционала F(c).

Докажем необходимость условия (11). Надо показать, что если 
с —точка минимума функционала (10), то выполнено уравнение 
(11). Для этого воспользуемся тождеством (12), в котором поло
жим v=Xy, где X — действительное число и у — произвольный век
тор. Тогда получим

F (с+ Ы  =  F (с) +  2Х (Ас — /,«/) +  >-2 (Ау, у).
Рассмотрим выражение в правой части этого тождества как функ
цию X и обозначим

g М =  (Ау, У) +  2Х (Ас — /, у) +  F (с).
Поскольку с — точка минимума функционала F(c), при любых у 
и X выполняется неравенство F(c+Xy) ^ F(c) , т. е. g(X) ^ g ( 0). Та
ким образом, Я=0 является точкой минимума g(X) и, следователь
но, g' (0) =0. Отсюда получаем, что

ё '  (0) =  2 (Ас— f, У) —  0

и в силу произвольности вектора у приходим к выводу, что Ac—J= 
=0. Теорема 1 доказана.

3. Следствия. Более подробно систему (11) можно записать в 
виде

П
2  С1 (Ф*. <Р/)я =  (/. Фа)я , k =  0, 1, . .  . , п. (13)
1= о

Таким образом, элемент наилучшего приближения в пространстве 
Н имеет вид (5), где коэффициенты ск, к = 0, отыскиваются
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из системы (13). Из сказанного выше ясно, что алгоритм построе
ния элемента наилучшего приближения в гильбертовом простран
стве состоит в следующем:

1) вычисление элементов аи= (фь ф,)н, k, 1=0, 1,. . . , п, матри
цы А;

2) вычисление правых частей ([, cpk)H, k=0, 1 , л;
3) решение системы (13);

П
4) вычисление суммы ф =  ^  саФа-

А=о
Как правило, каждый из этапов этого алгоритма осуществля

ется приближенно, с помощью численных методов. Например, 
в случае пространства L2 необходимо уметь вычислять интегралы

ь
(фА, [)U =  фА (X) / (*) dXt 

а

что можно сделать, вообще говоря, лишь приближенно.
Оценим теперь отклонение \\f—ф||н, которое получается в ре

зультате использования наилучшего приближения в гильбертовом 
пространстве. Докажем сначала, что справедлива

Л е м м а  1. Если ф — элемент наилучшего приближения в Н, то
(/ — Ф, ф)н =  0, (14)

т. е. погрешность /—ф ортогональна элементу наилучшего прибли
жения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (11) имеем (Ас, с) = (}, с) . Как по
казано ранее, (Ас, с)=||ф||н. Далее,

Ck (f, фк)н =  ( f, ^  саФа
А=о \ А=о

Таким образом, приходим к тождеству

(/. ф)н =  ||ф||н,
совпадающему с (14).

С л е д с т в и е .  Если ф — элемент наилучшего приближения в 
И, то

| | / - ф ||Ь =  1 № - « фГн. (15)
Доказательство следует из тождества

< £ с_) =  2

II / — Ф |Гн =  II / ||н — 2 (f, Ф)ц +  IIФ ||ц
и равенства (14).

Наиболее часто среднеквадратичные приближения использу
ются в том случае, когда система {ф*

(Ф*, Фдн =  I ° ’

}а=о ортонормирована, т. с. 
к-ф1, 
k =  l.

160



( 16)

Тогда система (13) решается в явном виде,
Ck=(f,(fk)H, k = 0 , l , . . . , n ,  

а погрешность приближения определяется формулой

II/ —  ф||« = Ш н - 2 &  (17)
6=0

Числа ск, определенные согласно (16), называются коэффици
ентами Фурье элемента f ^ H  по ортонормированной системе 
( Ф а } а = о ,  а обобщенный многочлен

П

ф =  2  ^
k--=a

называется многочленом Фурье.

Г Л А В А  4

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ И ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ

§ 1. Примеры формул численного интегрирования

1. Введение. В настоящем параграфе рассматриваются спосо
бы приближенного вычисления определенных интегралов

ь

I = <\j f(x)dx,  (1)
а

основанные на замене интеграла конечной суммой

/« =  2  с*/(**), (2 )
6=0

где ск — числовые коэффициенты и хк — точки отрезка [a, b], k = 
= 0, 1, . . . ,  п. Приближенное равенство

Ь п
 ̂ /  (х) dx ж 2  6V (**)

a k —Q

называется квадратурной формулой, а сумма вида (2 )— квадра
турной суммой. Точки хк называются узлами квадратурной форму
лы, а числа сн — коэффициентами квадратурной формулы. Раз
ность

Ь п
Чп =  5 / w  dx — 2  (xk)

а 6 = о

называется погрешностью квадратурной формулы. Погрешность за
висит как от расположения узлов, так и от выбора коэффициентов.
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При оценке погрешности в приводимых ниже примерах функция 
f(x) предполагается достаточно гладкой.

Введем на [а, Ь] равномерную сетку с шагом h, т. е. множество 
точек

а и = {х2=а + Иг, i = 0, 1........ JV, hN = b—а},
и представим интеграл (1) в виде суммы интегралов по частичным 
отрезкам:

Ь N Х 1

=  2  $ f(x)dx. (3)
a i=i jc

Для построения формулы численного интегрирования на всем 
отрезке [а, Ь] достаточно построить квадратурную формулу для 
интеграла

Х1
$ / (х) dx (4)

Х С- 1

на частичном отрезке [х{- ±, х,] и воспользоваться свойством (3).
2. Формула прямоугольников.

Заменим интеграл (4) выраже
нием f ( x ^ 42)h, где х^ч2 = х2—0,5 h.

Геометрически такая замена 
означает, что площадь криволи
нейной трапеции ABCD заменяет
ся площадью прямоугольника 
ABC'D' (см. рис. 5). Тогда полу
чим формулу

5 / (х) dx ~  / (лщД /г, (5 )

Рис. 5. Геометрический смысл фор- , .. . „
мулы прямоугольников которая называется формулой

прямоугольников на частичном 
отрезке [х,.,, х;].

Погрешность метода (5) определяется величиной

Фг= J /  (х) dx — f (х;_%) h,

которую легко оценить с помощью формулы Тейлора. Действитель
но, запишем в виде

хс
Ф < =  J (I (-0 —  /  (*<-'/,))dx (6)

xi-1
и воспользуемся разложением

/  М  =  /  (Xi-V,) +  ( х -  г  ( * - • / , )  +  Г  & ) ,
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где t,i = t,i(x) е [ х ;_ь Xi], Тогда из (6) получим

♦< =  ]  ^ ^ - П М Л .
*£-1

Обозначая М2,г =  шах |/" (х ) |,  оценим "ф,- следующим обра- 

зом:

Ы ^ м а>£ j  =  f  М2„
*£-i

Таким образом, для погрешности формулы прямоугольников на 
частичном отрезке справедлива оценка

(7)

т. е. формула имеет погрешность О (Я3) при Я->-0.
Заметим, что оценка (7) является неулучшаемой, т. е. сущест

вует функция f(x),  для которой (7) выполняется со знаком равен
ства. Действительно, для f(x) = (x—xt- >к)2 имеем М2|<=2, /(х,-./,) = 
=  0 и

xi
j  /  (Х) dx — f  (х^А) Я =  M2J.

*£— 1
Суммируя равенства (5) по i от 1 до N, получим составную фор

мулу прямоугольников

^ ( х ) й х ^ ^ П х ^ А)1г. (8)
a  i = i

Погрешность этой формулы

¥  == j f (х) dx — ^  f (х <-'/,)h
а  *=1

равна сумме погрешностей по всем частичным отрезкам,
N N Xir. tr— г \ 2

^ 2 ^ = 2  Г - r&)dx.
£=l 1=1

Отсюда, обозначаяМ2 — шах | f"(x)  |, получим
хе[а.Ь)

|¥ 1 С м2т а
24

ft2 (b —  а) 
24

М2i (9)

т. е. погрешность формулы прямоугольников на всем отрезке есть 
величина О (Я2).
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В этом случае говорят, что квадратурная формула имеет вто
рой порядок точности.

З а м е ч а н и е .  Возможны формулы прямоугольников и при ином распо
ложении узлов, например такие формулы:

Ь N  Ь N

J / w dx ~ 2  hf (xi-1) • 5 / м ̂  ~ 2 А/ w •
a i= l а i= i

Однако из-за нарушения симметрии погрешность таких формул является вели 
чиной 0(h).

3. Формула трапеций. На частичном отрезке эта формула име
ет вид

j  f( x )dx«
*1-1

/K--i)+  /(*,)
2

(10)

и получается путем замены подынтегральной функции f(x) интер
поляционным многочленом первой степени, построенным но узлам 
х{- 1, хи т. е. функцией

U.i (х) =  - ( ( х  — Х : ^ )  f ( X i )  — (х — Xi)  / ( X f - 0 ) .  
h

Для оценки погрешности достаточно вспомнить (см. п. 1 § 2 
гл. 3), что

(х — X; А (х — хЛ
/ (х) -  Lui (х) =  -------^ -------- /" & (х)).

Отсюда получим

, f n w  / K'-i) +  / (*f) ,ф; =  \ / (х) d x ----------- ;-------- h —

и, следовательно,

=  j  (f(x) — Lu i (x))dx =
XL-

12

(X -- X; , ) (X -- X,)
~ ---------- Г Ы * ) ) * х

(П)

Оценка (11) неулучшаема, так как в ней достигается равенст
во, например, для f(x) =  (х—х{)2.

Составная формула трапеций имеет вид

\ f ( x ) d x z z  ^ ------- -------- h =
а ‘=1

=  h ( 0 ,5 f0 +  / 1  +  • ■ • +  h -г +  0 , 5 fN), ( 1 2 )  

где f i  =  f { X i ) , i  = 0 ,  1 hN = b—a.
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Погрешность этой формулы оценивается следующим образом: 

1 Я  ^  м 2, =  шах | Г  (х) |.\2 х̂ [а,Ь]
Таким образом, формула трапеций имеет, так же как и форму

ла прямоугольников, второй порядок точности, Чs = 0{Нг), но ее по
грешность оценивается величиной в два раза большей (см. (9)).

4. Формула Симпсона. При аппроксимации интеграла (4) заме
ним функцию f(x) параболой, проходящей через точки (Xj, f(x})), 
j  = i—1, i—0,5, i, т. e. представим приближенно f(x) в виде

f(x) ~ L 2i(x), х е [ х (_ь Xi],
где L2i(x )— интерполяционный многочлен Лагранжа второй сте
пени,
1 2Л  ( х )  =  - 2 —  { (х  Х;_у2) (х —  X i) / f_ t —/г

— 2 (х — х.ч) (х — х,) +  (х — хг) (х — x/_Vs) /;}. (13)
Проводя интегрирование, получим

xi
j ‘ L2.i(x)dx =  JL{fi-l +  4fi-Vl +  fi), h =  xi — Xi-1.

xi-1
Таким образом, приходим к приближенному равенству 

■чJ / ( X ) r f x ^  A (/[._1 + 4/i._v,+/i)) (14)
xi-1

которое называется формулой Симпсона или формулой парабол. 
На всем отрезке [а, Ь] формула Симпсона имеет вид

ь N

Г/ ( х ) 1 +  4/м* +  A) =
а  >'=1

=  ~  [/о +  /л/ +  2 (/х +  /2 -+- . . .  +  / jV—i) +  4 (/;/ +  f‘k +  . . .  +  f Jv-vi)].D
Чтобы не использовать дробных индексов, можно обозначить 

X i = a  + 0,5W, fi = f(Xi), i = 0, 1, . . .  , 2N, hN = b—a
и записать формулу Симпсона в виде 

ь
j* /  (х ) dx ^  [/о +  f i N  +  2 (/2 +  / 4 +  . . .  +  / 2Л/-2) +

+  4 (/j +  /3 +  . . .  -f fzx-i)]. (15)
Прежде чем переходить к оценке погрешности формулы (14), 

заметим, что она является точной для любого многочлена третьей
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степени, т. е. имеет место точное равенство
*i h
j  /  (a) d x  =  - ^  (/ t_x +  4 f c - Vt +  /у),

Xi~ i
если f ( x )= a 0 + alx+a2x2-\-a3x3. Это утверждение нетрудно прове
рить непосредственно, что и предоставляется сделать читателю.

Для оценки погрешности формулы Симпсона воспользуемся 
интерполяционным многочленом Эрмита. Построим многочлен 
третьей степени Я3(а) такой, что

Н3 (a.-i) =  / (Xi-j), И, (xc-yj =  f  (ау-.Д,
я ;  (АУ-Д =  / '  (АУ_%), Я 3 (а£) =  /  (А[).

Из § 3 гл. 3 известно, что такой многочлен существует и единствен. 
Он построен в явном виде в примере из п. 2 § 3 гл. 3. Однако нам 
даже не потребуется явный вид многочлена Я3(а). Вспоминая, что 
формула Симпсона точна для любого многочлена третьей степени, 
получим
Xi hJ Нц(х)йх — —  (Я3(х^) +  4Яз (А-;_у2) +  Яз (ху)) =

=  4 - ( f t_1 +  4 / l-_y1 +  / i). (16)
О

Представим теперь /(х) в виде
f{x) =  Я3(х) +  /у(х), хеЕ[х<-и хЛ, (17)

где г,( а ) — погрешность интерполирования многочленом Эрмита 
Я3(а). Интегрируя (17) и учитывая (16), получим

*t Xi
j* f  (a) dx — -J- (/,•_! +  4/,_i/2 -f /,) =  |  ri (a) dx. (18)

*i-i x;-i
Согласно (14) из § 3 гл. 3 имеем

П М =  — 7Гл~~ (х — — Xl'-%)2 (х —24

поэтому из (18) для погрешности фу формулы (14) получаем 
оценку

XI
Af • (*

| ф £| < — (а  —  X i )  (а —  A('_I/S)2 (а —  X i - i )  d x ,

*i-l
где Mit i=  su p  | / IV (A)| .

Вычисляя интеграл, приходим окончательно к оценке

(19)
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Погрешность составной формулы Симпсона (15) оценивается 
так:

~ а ) /И*’ hN =  b — a, М4=  sup | / ‘V ) |.zooU x^[a,b]

Отсюда видно, что формула Симпсона существенно точнее, чем 
формулы прямоугольников и трапеций. На частичном отрезке она 
имеет точность О (ft5), а на всем отрезке — О (ft4).

Приведем вывод формулы Симпсона, основанный на методе экстраполяции. 
Метод экстраполяции состоит в следующем. Проведем два расчета по формуле 
трапеций ( 1 2 ), первый расчет с шагом ft, когда вычисляется сумма

N

1=1
fi+fi-i

ft. /(■ =  / (х[) i *i = a -f ift.

h=(b—a)/N,
и второй расчет — с шагом 0,5ft, когда вычисляется сумма 

N

=  2
/ 1—! +  / i -% \  (  fi-</2 +  fi h

~2 ~

=  2  № -i +  2h % +  fi) \  . fi-Vl =  /  (*i -  0,5ft).
i=i

Используя разложение по формуле Тейлора, можно показать, что для до
статочно гладкой функции f(x) справедливо равенство

rh= I + Clh4 0 (h*),
где 1 — исходный интеграл ( 1 ) и Cj — постоянная, не зависящая от ft. Точно 
так же

/ Л/2= /  +  С1 ^ )
Отсюда получим, что

т. е. выражение

3 hpi —
1
3 h

совпадает с интегралом 1 с точностью до величин О (А4).
В данном примере не обязательно проводить расчет на двух сетках, так как 

можно построить явное выражение для суммы /л. Действительно,

4 /
Л/2

N  N

>k =  2  ( / i - i+ 2A--y, + / t) f t -  2
i=i i=i

f i+ fi-i 
2

ft =

N

- 2
i = i

j h =  2  /‘-1 +  4/t'-% +  A' ft.

Д-i +  4/r~%+ fi ht 
2

Таким образом, снова получим квадратурную формулу Симпсона.
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5. Апостериорная оценка погрешности методом Рунге. Автома
тический выбор шага интегрирования. Величина погрешности чис
ленного интегрирования зависит как от шага сетки h, так и от глад
кости подынтегральной функции f(x).  Например, в оценку (11), 
наряду с /г, входит величина

M2ti=  шах | /"(*)!,
xG[x х i ]

которая может сильно меняться от точки к точке и, вообще говоря, 
заранее неизвестна. Если величина погрешности велика, то ее мож
но уменьшить путем измельчения сетки на данном отрезке [х{- и 
лД. Для этого прежде всего надо уметь апостериорно, т. е. после 
проведения расчета, оценивать погрешность.

Апостериорную оценку погрешности можно осуществить мето
дом Рунге, который мы поясним сначала на примере формулы тра
пеций. Пусть отрезок [а, b] разбит на частичные отрезки [х.-ь лД, 
i= 1, 2, . . . ,  N, х„ = а, xN = b, имеющие, может быть, разную длину 
hi = Xi—Xt-i. На каждом частичном отрезке применяется формула 
трапеций

xi
Л =  J  / (х)d x «  in =  Ih,i.

xi-1
Согласно (11) имеем

h - I h,i~Cihl  (20)
где константа с, зависит от гладкости f(x) и заранее неизвестна. 
Измельчим на отрезке [л:,_ь лД сетку в два раза и повторим расчет 
с шагом 0,5h, т. е. вычислим сумму

Аг/2.1 —  i f С-1 + 2 ft-'/, +  fi) ~ ~  .
4

Тогда согласно (20) будем иметь

А-//,/2 . 1 (21)
Из соотношений (20), (21) можно исключить константу ct и по

лучить оценку погрешности, которая содержит лишь известные ве
личины / м, Ih/2 i:

I h.i) i

IГ lh/i,i — — (li ' 
8

I h.i) ^  {Ih/2,i hi, .

Разумеется, метод Рунге можно применять и для оценки по
грешности других квадратурных формул. Пусть какая-то квадра
турная формула имеет на частичном отрезке порядок точности пг, 
т. е. A— Тогда

1 т ~  ( hi\m 
‘ С '/1/2,1— Ci\ I
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откуда получим

(23)

(2 2 )

г ĥ , t

Возможность апостериорно оценивать погрешность позволяет 
вычислять интеграл (1) с заданной точностью е> 0  путем автома
тического выбора шага интегрирования h{. Пусть используется со
ставная квадратурная формула

N

I  ~ I h  =  ^
i=i

где Ih,i — квадратурная сумма на частичном отрезке, причем на 
каждом частичном отрезке используется одна и та же квадратур
ная формула (например, формула трапеций, Симпсона и др.). Про
ведем на каждом частичном отрезке [х ^ , xt] все вычисления дваж
ды, один раз — с шагом h{ и второй раз — с шагом 0,5/i; и оценим 
погрешность по правилу Рунге (23).

Если для заданного е> 0  будут выполняться неравенства

I U - h /2,1 Ih/2.i Ih,i I
2m —  1

eh,
i =  1, 2, N, (24)

то получим
N

1 = 1

т. e, будет достигнута заданная точность е.
Если же на каком-то из частичных отрезков оценка (24) не бу

дет выполняться, то шаг на этом отрезке надо измельчить еще в два 
раза и снова оценить погрешность. Измельчение сетки на данном 
отрезке следует проводить до тех пор, пока не будет достигнута 
оценка вида (24). Заметим, что для некоторых функций f(x) такое 
измельчение может продолжаться слишком долго. Поэтому в соот
ветствующей программе следует предусмотреть ограничение свер
ху на число измельчений, а также возможность увеличения е.

Таким образом, автоматический выбор шага интегрирования 
приводит к тому, что интегрирование ведется с крупным шагом на 
участках плавного изменения функции f(x) и с мелким шагом — 
на участках быстрого изменения f(x).  Это позволяет при заданной 
точности е уменьшить количество вычислений значений f(x) по 
сравнению с расчетом на сетке с постоянным шагом. Подчеркнем, 
что для нахождения сумм / h/2,( не надо пересчитывать значения 
f(x) во всех узлах, достаточно вычислять f(x) только в новых узлах.

6. Экстраполяция Ричардсона. Способ повышения точности 
квадратурной формулы, рассмотренный в конце п. 4, можно обоб
щить на случай многократного измельчения сетки.
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Предположим, что для вычисления интеграла (1) отрезок [а, 
6] разбит на Л/' равных отрезков длины /г = (Ь—и)/Л/ и на каждом 
частичном отрезке применяется одна и та же квадратурная фор
мула. Тогда исходный интеграл /  заменяется некоторой квадратур
ной суммой Д, причем возникающая погрешность зависит от шага 
сетки h. Для некоторых квадратурных формул удается получить 
разложение погрешности Д—I по степеням h. Предположим, что 
для данной квадратурной суммы Д существует разложение

Д =  I  +  +  а Х г + . . . +  a S ' n +  о  (ham+\  (25)
где 0 < a i< a 2< . . . < а т< а т+, и коэффициенты а,- не зависят от h. 
Подчеркнем, что получение подобных разложений является труд
ной задачей анализа и здесь не рассматривается. Явный вид коэф
фициентов а,- нам не потребуется, однако величины а г предполага
ются известными.

Вычислим приближенно значение интеграла I по данной квад
ратурной формуле на последовательности сеток с шагами h 0 = h, 
hlt hi, . . .  t hm. Для определенности будем предполагать, что сетка 
измельчается по геометрической прогрессии, т. е. h k = qkh 0, k = 0, 
1, . . . ,  m, где <7^(0, 1). Вычисляя квадратурную сумму Д при раз
личных значениях h,  получим величины h k, Л = 0, 1, . . . ,  т ,  причем 
согласно (25) будем иметь

Ihk =  I -f- dyhf{' -Д ajift’ -Д . . .  -Д amhk +  О (hit +l). (26)
Обозначим / (0) = /, I =  Ihk. Исключая коэффициент а, из соот

ношений
=  /  +  a X U  +  О (htr),

1%=*1+  * №  +  (>(№),
получим 

где обозначено
/  =  //<1 1 +  0 (С -1),

/(и _  /И)
И2)   г(1) I hk hk- l

(27)

(28)

По формулам (28) можно вычислить величины & =  0, 1, . . .
. . . ,  m—1. Согласно (27), они дают более точное, чем /j^, прибли
жение к интегралу I. Этот процесс повышения точности можно про
должить, вычисляя величины с помощью рекуррентных соотно
шений

/(/> _  /(/)
/(/+1) /О') I
Ihk-i lhk-i f  . a.- ’1 —q 1

/ ' = 1 , 2 ,  k = \ , 2 ...........m —j + l ,
=  V  * =  0. 1. ■■■ , m.

(29)
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Л е м м а  1. Пусть для квадратурной суммы Ih справедливо раз
ложение (25) и сетка измельчается по правилу hk=qhh, k = 0, 1, . . .
. . . ,  m. Тогда для величин Ihl_v определенных согласно (29), спра
ведливы разложения

iliL=/ + *№ + &Ю1 + ... + ь!№+о {hlT),
/ =  1. 2, . . .  , m, k =  1, 2, . . . ,  m — / +  1, (30)

где коэффициенты ур не зависят от сетки.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем его индукцией по /. При /=  1 

равенство (30) выполняется с bP = a{ согласно (25). Предположим, 
что равенство (30) выполняется при / =  / и докажем, что оно вы
полняется при / =  /+1.

Имеем
m

t i l l  =  ! J r  S  +  0  (/г“ - Ь1)-
i = l

(31)
rn

/!£ =  / +  ^ ь К  +  о ц ь ™ )
i = l

и, следовательно,
m

йЧ -  =  s  w  (h °  ( C r 1).
i = l

Далее, подставляя полученную разность в (29) при } = 1 и учи
тывая (31), получим

пг тп

= / +  2  + — Ц у- s  ^  + :°  ( С п .
i=i 1 ~■<? ;=/

т. е.

/ « ^ = 7 +  2
а/ а/

(;)ьа£ ч —ч
i = l

Отсюда получаем
1 — 4

i=/+i
т. е. равенство (30) выполняется с / =  /+  1, причем

ь г ь р ,  t = 7 +  1, m.

+  0(/гДГ1)-

1 — 4

Л емма 1 доказана.
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Из леммы следует, что суммы совпадают с интегралом I
kOh 'с точностью до величин О (И. 1),т. е. порядок точности повышается 

по сравнению с исходной формулой в aja.! раз.
Изложенный метод повышения точности называется методом 

экстраполяции Ричардсона. Его можно применять не только к 
квадратурным формулам, но и к самым различным сеточным функ
циям, если только для них существуют асимптотические разложе
ния по степеням h. Подробное изложение метода экстраполяции по 
Ричардсону содержится в книге [23]. Применительно к формуле 
трапеций данный метод называется методом Ромберга. Существу
ют стандартные программы вычисления определенных интегралов 
методом Ромберга. Пример, приведенный в конце п. 4, является 
частным случаем метода (29), когда /„ — квадратурная сумма, со
ответствующая методу трапеций, m =  1, <7 =  0,5.

Отметим еще, что для формулы трапеций
N

I ж  h  =  2  0,5 if с +  ft-1) ft, fi =  /  ( X i ) ,

i =l

разложение (25) имеет вид
ь

h = $ f ( x ) d x  +  ^  if' (b) -  Г (a)) -  ™  (Г  (b) -  Г  (a)) +
a

+  - ^ - ( f <> ) - / > » +  . . .  + ^ /1 !'</м ( б ) - Л - и М ) + 0 ( 'О .
30240

(32)

Здесь коэффициенты c2r совпадают с коэффициентами разложения 
функции

G(h) h eh+ 1 
2 eh — 1

в ряд Тейлора:
G (h) =  1 +  c2ftz +  c j i4-]-...  +  c2r/i2r+ . . .

Доказательство формулы (32), называемой формулой Эйлера, 
можно найти, например, в [2, с. 165].

§ 2. Квадратурные формулы интерполяционного типа

1. Вывод формул. Будем рассматривать формулы приближенно
го вычисления интегралов

$Р (x)f(x)dx, (1)
а

где р(х) >0 — заданная интегрируемая функция (так называемая 
весовая функция) и f (x ) — достаточно гладкая функция. Рассма-
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(2)

триваемые далее формулы имеют вид
ь П

$ р (x)f(x)dxzz  2  Ckf(Xk),

где [а, Ь] и ск— числа, k = 0, 1, . . . ,  п.
В отличие от предыдущего параграфа, не будем разбивать от

резок [а, Ь] на частичные отрезки, а получим квадратурные форму
лы путем замены f(x) интерполяционным многочленом сразу на 
всем отрезке [а, Ь]. Полученные таким образом формулы называ
ются квадратурными формулами интерполяционного типа. Как пра
вило, точность этих формул возрастает с увеличением числа узлов 
интерполирования. Рассмотренные в § 1 формулы прямоугольни
ков, трапеций и Симпсона являются частными случаями квадра
турных формул интерполяционного типа, когда п = 0, 1, 2, р(х)==1.

Получим выражения для коэффициентов квадратурных формул 
интерполяционного типа. Пусть на отрезке [а, Ь] заданы узлы ин
терполирования хк, k = 0, 1 Предполагается,  что среди этих 
узлов нет совпадающих, в остальном они могут быть расположены 
как угодно на [а, Ь].

Заменяя в интеграле (1) функцию f(x) интерполяционным мно
гочленом Лагранжа

U  (х) =  2
6 = 0

<0 (х)
(X —  X k) (O'  (Xk)

f(Xk), (3)

где
П

“ (*) =  Г[ (х — xfi, =  Ц  (хк — х,),
i=o

получим приближенную формулу (2), где

Ск_  Г__PJ
J (х-

р (х) (О (*) 
Xk) (O' (Хк)

■dx, k =  0, 1, . . п. (4)

Таким образом, формула (2) является квадратурной формулой 
интерполяционного типа тогда и только тогда, когда ее коэффици
енты вычисляются по правилу (4).

Приведем пример квадратурной формулы, не являющейся формулой ин
терполяционного типа. Рассмотрим интеграл

1
J /  (*) dx (5)
о

и выберем в качестве узлов точки х о = 0 , дц = 0,5 , лг2 = 1 .
Квадратурная формула интерполяционного типа, построенная по заданным 

узлам, совпадает с формулой Симпсона 
1

j  /  (х) dx ж  J  (/ (0) +  4f (0,5) +  / (1) ) .  (6 )

О
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Заменим теперь в (5) функцию }(х) многочленом ф(х) наилучшего средне
квадратичного приближения первой степени. Согласно (18) из § 5 гл. 3 этот 
многочлен имеет вид

Ф (*) =  (/ (1) -  f (0)) (* — 0.5) +  — (/ (0) +  /  (0.5) +  /(1)).

Отсюда приходим к квадратурной формуле 
1

j  /  W dx я  J  (/ (0) +  /  (0,5) +  /  (1)). (7)
о

не совпадающей с (6 ).

2. Оценка погрешности. Получим выражение для погрешности 
квадратурной формулы интерполяционного типа. Представим функ
цию f(x) в виде

f ( x )= L n(x) +rn+i(x),
где L„(x) — интерполяционный многочлен для f(x),  построенный по 
узлам х0, хи .. . , х„ и гп+,(х) — погрешность интерполирования. Тог
да получим
ь ь ь
^ Р М  /  М  dx =   ̂ р (х) Ln (х) dx +  j  р (х) гПт1 (х) dx =  
а а а

п Ь

= 2  (*k) +  j  р w  ' n+i
k=o а

Таким образом, погрешность ф„+1 квадратурной формулы
(4) равна

ь
Ф« + 1  —  ^ Р (%) Гп+ 1 (•£) dx,

а

( 2) ,

(8)

где гп+1(х) — погрешность интерполирования.
Вспоминая выражение для погрешности интерполирования (см. 

(3) из § 2 гл. 3)

С п+1 (*) — f(n+l) (£(*)) 

(я+ О'
получаем

Фп+1 --
I

(Я+1)1
J  р {х) ш (х) (£(*)) dx. (9)

Отсюда приходим к следующей оценке погрешности квадратур
ной формулы интерполяционного типа:

М г

(л+ 1)1 Jа
где Мп+1— шах | / (п+1) (х) |. Из формулы (10) видно, что справед-

хе[а,Ь]
либо следующее утверждение.
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Квадратурная формула интерполяционного типа, построенная 
по п + 1 узлу х„, х1г . . . ,  хп, является точной для любого многочлена 
степени п, т. е. если f(x) — многочлен степени п и ск — коэффициен
ты, вычисленные согласно (4), то имеет место точное равенство

J  Р М / (*) dx =  J] ckf  (л*). (11)
a k=o

Справедливо и обратное утверждение.
Т е о р е м а  1. Если квадратурная формула

j  Р (х) /  (х) dkf  (**) О 2)
a k=o

точна для любого многочлена степени п, то она является квадра
турной формулой интерполяционного типа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что dh = ch, где с* 
определены согласно (4), k — 0, 1, . . . ,  п. Рассмотрим многочлены

Фа (х) <о(*)
( *  —  x k) о '  ( x k)

k =  0, 1, . . . ,  п,

имеющие степень п, и вычислим интегралы
ь

h  =  j  р (х) Фа (х ) dx.
а

По условию теоремы справедливы точные равенства

Поскольку

/ а —  2  d.t(pk(xt).
1 = 0

Фа (xi) =
0,
1,

k ^ t ,
k =  l,

получаем Ih = dk, k = 0, 1, . . . ,  n.
С другой стороны, согласно (4) имеем

ь
I * = <Д(-к)

(х —  x k) ш '  ( x k)
Ck.

Таким образом, dk=ch, k = 0, 1........ п, что и требовалось.
3. Симметричные формулы. Для некоторых квадратурных фор

мул оценка погрешности (10) является грубой, так как она не учи
тывает симметрии формул.

Р ассм отр и м , наприм ер, ф орм ул у С им псона
1

J  / (х) dx « -i (/ ( -  1) +  4/ (0) +  /  (1)) (13)
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для функции f ( x ) = x \  В данном случае имеем п = 2, / (п+1) (х) =6, 
поэтому согласно (9) погрешность можно представить в виде

1
Фз =  $ “  (*) dx>

-I
где (ц(л) =х(х2—1). Благодаря симметричному расположению узлов 
имеем ф3 =  0. В то же время правая часть неравенства (10), равная

1
|  \u>{x)\dx =  —,
“1

отлична от нуля. Таким образом, оценка (10) не является точной 
для формулы Симпсона.

Квадратурная формула (2) называется симметричной, если
1) п четно;
2) узлы расположены симметрично относительно середины от

резка [а, Ь], т. е.
а 4- b а +  Ь , А ,--------- Xk =  Xn-k -------—  , « =  0 , 1 , . . ., «/2; (14)

3) Ск = сп. к, k = 0, 1, . . . ,  п/2. (15)
Свойство (15) коэффициентов квадратурной формулы опреде

ляется не только симметричным расположением узлов, но и сим
метрией весовой функции р(х). Говорят, что р(х) — четная функция 
относительно середины отрезка [а, Ь], если

»,б >

для всех x e [0 , (b—а) 12].
Л е м м а  1. Если ск определены согласно (4) и п четно, то соот

ношения (15) являются следствием условий (14), (16).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем сначала, что

“ (*) =  П  (х — xk) (17)
k=o

является нечетной функцией относительно точки
хп/г=(а+Ь)12.

Имеем
п/2-1

10 (х) = (х хп/2) Г] (х — Хк) {X — Xn_k),
к=о

откуда, учитывая условия (14), получим
П/2—1

(0(х) = (Х — Хп_2) Т] [(х — хп/2)2—(хк—хп/2)'2]. (18)
k=Q
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rt/2-l
“ (дгп/а +  )̂ = < Я  ^а — (xk — *п/г)2] =  — ы(хл/2 — 0.

Л—О
т. е. функция м(л) нечетна относительно точки х п/г.

Из формулы (18) следует также, что <о'(аг) — четная функция относительно 
точки Хп/2, поэтому

w'(jc„_a) = co'(xa).
Рассмотрим теперь разность

ь

Следовательно, при любом t

где

Р(х) =

ck— cn_k = \ р М ш(т) ц (1)Ф,
а

1

(19)

(20)

1
(х — xk)m' (хк) (х -  хп_к) со' (xn_k) 

Учитывая (19) видим, что

,  ,  1 х п -  x n-k  1 x k ~ x n-k
Р (X) =  "7“ ' ( * * )  ( X  — x k )  (Х  —  Х п - к )  ( Xk )  Н Х — Х п / 2У2—  (Х п / 2 ~ ХьУ2}

откуда следует четность ц(дг) относительно точки д:п/ 2.
Таким образом, нодынтергальная функция в (20) нечетна относительно сере

дины отрезка [а, b\, и, следовательно, интеграл равен нулю. Лемма 1 доказана.

Покажем теперь, что наличие симметрии повышает точность 
квадратурных формул. Справедлива

Т е о р е м а  2. Пусть р(х) — четная функция относительно точки 
(а+Ь)12 и пусть выполнены условия (14), где п — четное число. 
Тогда, если квадратурная формула интерполяционного типа (2) 
точна для любого многочлена степени п, то она точна и для любого 
многочлена степени п+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что формула точи» 
для многочлена

f (х) = (х—хпПу v n / 2 ‘ = 0,5 (а+ 6).
Поскольку

 ̂р (х) (х — xn/2)n+l d x = 0

вследствие нечетности подынтегральной функции, необходимо до
казать, что

In =  2  ckf Ы  =  0.
А—0

Представим /„ в виде суммы i f  +  In \  где
л/ 2-1

l f  =  2  ck(xk- x n/2r \
k=Q

I f  =  2
fe=n/2+l
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Из условий (14) получим

Д 2 , =  2  Ck ( x n„ - x n- k)n+1
к=п/2Ы

1(п1 =  2  Cn~i (Хп/* — х^м = — 2  Cn-k (Хк ~~Хп̂ 1-

Последнее равенство справедливо в силу того, что п — четное число. 
Таким образом, получаем

Л / 2 - 1

in= / ? ’ +  i f = 2  fa  - fa  -  *«//*■
fc=o

Согласно лемме 1 имеем сЛ=с„_А, &=0, 1, и/2—1, т. е. /„ = 0 ,
что и завершает доказательство теоремы 2.

4. Формулы Ньютона— Котеса. Численная устойчивость ква
дратурных формул. Формулами Ньютона — Котеса называются 
квадратурные формулы интерполяционного типа, построенные на 
равномерной сетке, когда хк—xk-i = h, k = 1, 2, . . . , п.

Различают два типа формул Ньютона — Котеса: формулы замк
нутого типа и формулы открытого типа. В формулах замкнутого 
типа х0 = а и хп = Ь, а в формулах открытого типа хотя бы один из 
узлов х0 или хп не совпадает с соответствующей граничной точкой 
отрезка [а, Ь]. Для простоты изложения рассмотрим лишь случай 
формул замкнутого типа, когда xh = a + kh, k = Q, 1........п, hn = b—а.

В случае равномерной сетки можно упростить выражения для 
коэффициентов квадратурных формул. В формуле (4) сделаем за
мену x = a + th, O^Lt^in. Простые выкладки, которые мы опускаем, 
показывают, что в результате замены формула (4) примет вид

сц =  ф — a) b f \  
где

Ы  =  f — fp (а +  /А)' (l ~  11 •" ~  ">- Д  ■ (21)k\ (п — k)\ \ п J t — k \' о '
Отметим, что формулы Ньютона — Котеса с редко ис

пользуются из-за их численной неустойчивости, приводящей к рез
кому возрастанию вычислительной погрешности. Причиной такой 
неустойчивости является то, что коэффициенты формул Ньютона — 
Котеса при больших п имеют различные знаки, а именно при п ^  
5; 10, р(х) =  1 существуют как положительные, так и отрицатель
ные коэффициенты.

Остановимся подробнее на значении знакопостоянства коэффи
циентов для устойчивости вычислений.

Рассмотрим квадратурную сумму

/„ =  2  <*/(**)• (22)
k=0
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Предположим, что значения функции f(x)  вычисляются с некото
рой погрешностью, т. е. вместо точного значения получаем прибли
женное значение f  (xh) =  f(xh) + 8 h. Тогда вместо /„ получим сумму

/л '•= ^  Ск (/ (-*■'<) Ф" 8*) — +  б/„,
к=о

где

б и = 2  (23>
й=о

Поскольку квадратурная формула (2), (4) точна для /(*)== I, 
имеем

п Ь

2  Ck =   ̂р (х) dx,
k=Q а

т. е. при р(х)>0 сумма

=  М (24)
к=0

ограничена числом Л4>0, не зависящим от п.
Предположим теперь, что все коэффициенты ch неотрицательны. 

Тогда из (23), (24) получим оценку

| 8 / „ | < 2  |с*| | б * [ = 2  с*|б*|^(гпах (6й1)М, (25>
 ̂ , о <ck<nk=0 k~0

которая означает, что при больших п погрешность в вычислении 
квадратурной суммы (22) имеет тот же порядок, что и погрешность 
в вычислении функции. В этом случае говорят, что сумма (22) вы
числяется устойчиво.

Если коэффициенты ск имеют различные знаки, то может ока
заться, что сумма

2 1 * 1к=о
не является равномерно ограниченной по п и, следовательно, по
грешность в вычислении /„ неограниченно возрастает с ростом п. 
В этом случае вычисления по формуле (22) будут неустойчивы и 
пользоваться такой формулой при больших п нельзя.

Таким образом, если необходимо сосчитать интеграл (1) более 
точно, то имеются две возможности. Во-первых, можно разбить весь 
отрезок \а, Ь] на несколько частичных отрезков и на каждом из 
частичных Отрезков применить формулу Ньютона -— Котеса с не
большим числом узлов. Полученные таким образом формулы назы
ваются составными квадратурными формулами. Они часто приме
няются на практике, хотя и не являются достаточно экономичными, 
поскольку требуют многократного вычисления значений функции
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,f(x). Во-вторых, можно попытаться выбрать узлы квадратурной 
формулы так, чтобы полученная формула имела большую точность, 
чем формула Ньютона — Котеса с тем же числом узлов. В следую
щем параграфе рассматривается один из методов, основанных на 
.выборе узлов квадратурной формулы, а именно метод Гаусса. Он 
приводит к квадратурным формулам с положительными коэффи
циентами при любых п и существенно более точным, нежели форму
лы Ньютона — Котеса.

§ 3. Метод Гаусса вычисления определенных интегралов

Т. Постановка задачи. В предыдущем параграфе предполага
лось, что узлы квадратурных формул заданы заранее. Было пока
зано, что если использовать п узлов интерполяции, то получим ква
дратурные формулы, точные для алгебраических многочленов сте
пени п—1. Оказывается, что за счет выбора узлов можно получить 
■квадратурные формулы, которые будут точными и для многочленов 
степени выше п—1. Рассмотрим следующую задачу: построить ква
дратурную формулу

Ь п

$Р ( x ) f ( x )d x ^ '2 } ckf(xk), (I)
a k=i

которая при заданном п была бы точна для алгебраического много
члена возможно большей степени. Обратим внимание, что здесь в 
отличие от § 2 для удобства изложения нумерация узлов начинает
ся с k=  1.

В настоящем параграфе будет показано, что такие квадратур
ные формулы существуют. Они называются квадратурными форму
лами наивысшей алгебраической степени точности или формулами 
Гаусса. Эти формулы точны для любого алгебраического многочле
на степени 2п—1.

Итак, потребуем, чтобы квадратурная формула (1) была точна 
для любого алгебраического многочлена степени ш. Это эквива
лентно требованию, чтобы формула была точна для функций f(x) =  
= ха, а = 0, ш. Отсюда получаем условия

п Ь

^  CkX%= \.р{х) х?йх, сс =  0, 1, . . . ,  т, (2)
k = i  а

которые представляют собой нелинейную систему т+ I уравнений 
-относительно 2п неизвестных

Ci, С2, . . . , С п ,  Х 1 , Х 2, . . . , Х п .

Для того чтобы число уравнений равнялось числу неизвестных, 
.надо потребовать т = 2п—1. В дальнейшем будет показано, что си
стема (2) при т = 2п—I имеет единственное решение. Однако сна
чала рассмотрим несколько частных случаев, когда решение систе
мы (2) можно найти непосредственно.
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Пусть p(jt) == 1, а= —1, b — 1. При п= 1 получаем т=  1 и систе
ма (2) принимает вид

1 1 
Ci —  ̂dx =  2, CiXi =  j  х dx =  О,

-1 -1
т. е. приходим к известной формуле прямоугольников

j /(*)<**-2/(0),
-I

которая точна для любого многочлена первой степени.
При п = 2, т  =  3 система (2) записывается в виде

1̂ +  ^2= 2, 2̂̂ 2 = О»
“Ь ^2^2 :== ~ ~  I C i X i  С $ Х 2 =  0 . о

Отсюда находим
1 1 1 Сг --- Со --  1 у Xi --  ~г~—~ у Хп --  --у1 2 1 УЗ УЗ

т. е. получаем квадратурную формулу

|№)<ч=/(-Йг)+/(?т)'
“1

которая точна для любого алгебраического многочлена третьей 
степени.

2. Основная теорема. Возвращаясь к рассмотрению квадратур
ных формул (!) общего вида, введем многочлен

и (х) =  (х—х^  (х—х2) . . .  (х—хп) . (3)
Будем предполагать, что р(х) >0.

Т е о р е м а  1. Квадратурная формула (1) точна для любого 
многочлена степени т = 2п—1 тогда и только тогда, когда выполне
ны два условия:

1) многочлен ш(х) ортогонален с весом р(х) любому многочле
ну q(x) степени меньше п, т. е.

ь
J р(х) ш (х) q(x) dx — 0; (4)
а

2) формула (1) является квадратурной формулой интерполяци
онного типа, т. е.

ь

c * = f p ( * ) - -----М.(Х), . . dx, 6 = 1 , 2 ........ п. (5)
J (X — Xk ) со' ( x k ) 
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть формула
(1) точна для любого многочлена степени т = 2п—1. Это значит,
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что она точна и для многочлена a>(x)q(x), имеющего степень не 
выше 2н—1, т. е.

Ь п
 ̂р (х) со (х) q (х) dx =  2  cAco (х*) q (хк) =  0.

a fe=i
Требование (5) выполняется в силу теоремы 1 из § 2 (если ква

дратурная формула (1) точна для любого многочлена степени п—1, 
то она является формулой интерполяционного типа).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть f ( x ) — любой многочлен степени 
2п—I. Согласно теореме о делении многочленов, его можно пред
ставить в виде

f(x) =со (x)q{x)+r(x),
где q(x) и г(х) — многочлены, имеющие степень не выше п—1. При 
этом

b b ь ь

р (х) /  (х) dx =   ̂р (х) со (х) q (х) dx -j-  ̂р (х) г (х) dx =  j  Р (х) r (х) dx.
а а а а

Последнее равенство справедливо в силу предположения (4). 
Далее, поскольку г ( х ) — многочлен степени не выше п—1 и фор
мула (1) является формулой интерполяционного типа, она точна 
для г(х),  т. е.

Ь п  п  п

 ̂р (х) г (х) dx — 2  с*г (**) =  2  Ск ^  ^  “ (**) Я (Л'0) =  2  Cfj
a k= \  k= i k= i

Таким образом,
Ь п

 ̂р (х) f  (х) dx =  2  Ckf (хк),
a k=i

т. е. формула (1) точна для любого многочлена степени 2п—1. Тео 
рема 1 доказана.

Отметим, что использование теоремы 1 существенно упрощает 
построение формул Гаусса.

Условие (4) эквивалентно требованиям 
ь
j  р (х) со (х) xadx =  0, а  =  0, 1, . . . , п — 1, (6)
а

которые представляют собой систему п уравнений относительно п 
неизвестных хи хг, . . .  , х„. Таким образом, для построения формул 
Гаусса достаточно найти узлы х,, х2, . . . ,  х„ из соотношений орто
гональности (6) и затем вычислить коэффициенты ск согласно (5).

Теорема 1 не гарантирует существования и единственности ре
шения системы (6). Надо доказать еще существование и единствен
ность многочлена со (х) степени п, ортогонального всем многочленам 
степени меньшей п, а также убедиться в том, что все корни такого 
многочлена расположены на отрезке [а, Ь].
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3. Существование и единственность квадратурных формул наи
высшей алгебраической степени точности. Представим искомый 
многочлен (3) в виде

(О (х) =Я0 +  Й1Х+. . . +  йп-1-JC”' 1 +  х™. (7)
Тогда условия ортогональности (6) примут вид 

ь
р (х) (я0 +  ахх +  . . .  +  Qrt-iX”-1 +  Xя) xadx = 0 ,  (8)

а
а =  0, 1........ п—1.

Условия (8) представляют собой систему линейных алгебраиче
ских уравнений относительно коэффициентов а0) я,, . . . ,  я„-,. По
кажем, что соответствующая однородная система уравнений 

ь
$ Р М (а„ +  х +  . . .  +  ап-1хп~1) ха dx =  0, (9)
а

a = 0, 1, .. ., п—1,
имеет единственное решение а0 = а, = .. , =  ап_1 = 0. Для этого умно
жим уравнение (9) на яа и просуммируем по всем сс. Тогда получим

rt-1 b

а=о а
2  U  Р (*) S  akxk j  Р w

&=0

П - 1  Л — 1

2  2  a^ xkxfX
а,—о к =о

dx =  0,

т. е.
ь
р(*)

Л - 1

2  а‘х‘
2

dx =  0. (10)

Если хотя бы один из коэффициентов я,, 1 = 0, 1.........п—1, от
личен от нуля, то функция

@н
может обратиться в нуль на [я, Ь] лишь в конечном числе точек. 
Отсюда и из условия р(х)>0 следует, что равенство (10) возможно 
лишь в случае

Яц= —. . .  — яп—i = 0.
Тем самым неоднородная система (8) имеет единственное решение. 
Следовательно, существует единственный многочлен со(х) степени 
п со старшим коэффициентом 1, ортогональный с весом р(х)>0 
л ю б о м у  м ногочлену степени п— 1.

Т е о р е м а  2. Если со(х) — многочлен степени п, ортогональный 
на [я, b] с весом р(х)>0 любому многочлену степени меньше п, то 
все его корни различны и расположены на [а, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что многочлен со(х) имеет 
гп^О  различных корней нечетной кратности на [я, Ь]. Очевидно,
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что т ^ п .  Теорема 2 будет доказана, если покажем, что т = п. Обо
значая эти корни через | ь | 2, . . . ,  | т, представим ю(х) в виде

и (х) =  (х — У “‘ (х — У “2. . .  (х — £m)“m г (х),
где а и а2, . • •, ой — нечетные числа и функция г(х) не меняет знак 
на [а, Ь]. Вычислим интеграл

ь

I  =   ̂р (х) со (х) (х — у  . . .  (х — lm) dx =
а

=  J p ( * ) ( j e - У “‘+1 • • • (X -  U “m+1 Г (X) dx. (11)
о

Поскольку cti+1, . . . ,  ат+ 1 четные числа и г(х) знакопостоянна 
на La, b], интеграл (11) отличен от нуля. С другой стороны, если 
т<п,  то

q(x) =  (*—£,) (х—Ы  • • - (х—1т)
— многочлен степени меньше п и по условию теоремы имеем 1 = 0. 
Следовательно, т =  п, что и доказывает теорему 2.

Из теорем 1 и 2 следует, что для любого п существует, притом 
единственная, квадратурная формула, точная для любого много
члена степени 2п—1.

4. Свойства квадратурных формул Гаусса. Нетрудно показать, 
что 2п—1 — наивысшая точность формулы Гаусса, т. е. что сущест
вует многочлен степени 2п, для которого эта формула не является 
точной. Действительно, для многочлена (3) имеем

ь

 ̂р (х) со2 (х) dx >  0,
а

НО

2  CfeOJ2 (хк) =  0.
k=1

Докажем теперь, что при любом п коэффициенты ск формул Га
усса положительны. Рассмотрим многочлены 

! ш (х) Л
ф‘‘ М =  ( (X — Х,.)«в' (*,) ) ’ 1 = 1 , 2

имеющие степень 2п—2 и обладающие свойством

ф.(*ь) = бй.
Так как для этих многочленов формула Гаусса точна, справед

ливы равенства
ь П
 ̂р (х) <рI (х) dx =  '2s скЩ {Xk)

a  fe=l
=  Cl,

откуда и следует, что с\>0, с =  1, 2 , . . . ,  п.
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В п. 4 § 2 отмечалось, что свойство положительности коэффици
ентов чрезвычайно важно для устойчивости вычислений и позволя
ет использовать формулы с большим числом узлов п. На практике 
применяются формулы Гаусса с числом узлов до 100.

Для погрешности формул Гаусса справедливо представление
h

!>»(/) -  ~ ~  f Р М « 2 (*) Г ’ (?) dx, (12)(4я)! J
а

где £е=(а, Ъ).
Не приводя доказательства (см. [16, т. 1, с. 248]), отметим лишь, 

что оно основано на использовании интерполяционного многочле
на Эрмита Н (х) с двукратными узлами

H(xh)= f (x k), H'(xk)= f ' (xh), £ =1 , 2 ........я.
5. Частный случай формул Гаусса. Формулами Эрмита называ

ются формулы Гаусса для вычисления интеграла

I —1

f (х) dx (13)

т. е. когда а =  —6= —1, р{х) = (1—хг)~иг.
Чтобы определить узлы соответствующей квадратурной форму

лы, надо, согласно теореме 1, найти многочлен (3), для которого

Г --(х) q- ^ ]dx =  0 (14)

для любого многочлена у(х) степени меньше п. Можно показать 
(см. [2, с. 117]), что таковым является многочлен Чебышева

(х) =  Тп(х) =  ~^-Cos(narccosx). (15)

Поэтому узлами квадратурной формулы Эрмита являются корни 
этого многочлена

(2k — 1) я ,
2  п

Соответствующие коэффициенты вычисляются по формулам (5)
Тп (х) dx

X k - COS : k — 1, 2, . . . ,  п. (16)

Ck
V 1 —  * 2 T n ( x k ) (x — Xk )

(17)

и оказываются равными
ck=nln, k=  1, 2, . . . ,  n. 

Таким образом, формулы Эрмита имеют вид

/  (х) dx
У Т ^ Т 1 - 2  /(**)•п Й=1

(18)

где хк— корни многочлена Чебышева, определенные согласно (16).
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§ 4. Численное дифференцирование

I. Некорректность операции численного дифференцирования.
Задача численного дифференцирования состоит в приближенном 
вычислении производных функции и(х) по заданным в конечном 
числе точек значениям этой функции. Простейшие примеры фор
мул численного дифференцирования рассматривались в п. 1 § 4 ч. I. 
Напомним эти примеры. Пусть на [а, Ь] введена сетка

<0h = {xi = a + ih, г = 0, 1, . . .  , N, hN = b—а}
и определены значения и{ = и(х{) функции и(х) в точках сетки. 
В качестве приближенного значения и'(х{) можно взять, например, 
любое из следующих разностных отношений:

2 h
Возникающая в результате такой замены погрешность характе

ризуется разложениями

u~Xfi =  «' (Xi) — Y Ы" (d1'), (i)

ихЛ =  и'(Х1) + | « " ( d 2)), (2)

и, = u ’(Xi) + ^ u '" ( t f \x,i o (3)

где £г;), /=  1,2, 3,— точки из интервала я(+1).
Вторую производную в точке х{ можно заменить отношением

U-XX,L =  j ( Û их.) = Л3
при этом

и-х . =  и" (Xl) +  (*) +  о (V). (4)

Четвертая производная uiv (Xi) с точностью до величины О (/г2) 
аппроксимируется разностным отношением

U X X X K , i  h 2 ( U X X , i+ l  ^ U x x , i  U x x . i- 1 )

=  —  («i+2 —  4U i + i  +  6Ui  —  4«i_! -}- H1- 2). ft4
Как правило, значения функции м(х) в точках сетки сзЛ вычис

ляются не точно, а с каким-то приближением. Например, элемен
тарные трансцендентные функции вычисляются с помощью рядов, 
причем ряды заменяются конечными суммами. Другим источником 
погрешностей являются погрешности округления. Оказывается, что 
погрешность, возникающая при вычислении разностных отношений, 
намного превосходит погрешность в задании значений функции 
и(х) и даже может неограниченно возрастать при стремлении шага
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сетки h к нулю. Поэтому операцию вычисления разностных отноше
ний называют некорректной. Поясним причину некорректности на 
примере вычисления разностного отношения u - [==(ui—ы4_,)//1.

Разностное отношение и - 1 хорошо приближает и'{х{) только в 
том случае, когда шаг h достаточно мал. Требование малости вели
чины И, находящейся в знаменателе разностного отношения, как 
раз и является причиной некорректности операции численного диф
ференцирования. Действительно, пусть вместо точного значения uit 
и<-1 вычислены приближенные значения й; = щ+бь ui-, = ai_, + 6i- 1. 
Тогда вместо и-,  будет вычислена величина u - i + (б;—бi-,)/A. Сле
довательно, погрешность в вычислении первой разностной произ
водной окажется равной б -£ = (б;—бt-i)/h.

В дальнейшем погрешности такого рода будем называть погреш
ностями округления (хотя их реальная природа может быть иной).

Пусть известна граница б погрешностей б,-, 6,-1, т. е. |б; |=£1 б,
| б,-! | г?;б. Тогда

I бг.; I <  26//i, (5)
причем эта оценка достигается при 6i=  —61_1 = б. Из оценки (5) 
видно, что вследствие малости h погрешность, возникающая при 
вычислении первой разностной производной, значительно превосхо
дит погрешность вычисления самой функции и(х). Если б не за
висит от h, то погрешность 6- с неограниченно возрастает при Л-И).

Сказанное не означает, что нельзя пользоваться формулами чис
ленного дифференцирования. Чтобы не происходило существенного 
понижения точности, надо следить за тем, чтобы погрешность округ
ления имела тот же порядок, что и погрешность аппроксимации. 
Например, из (1) следует, что погрешность аппроксимации при 
замене и'(х) отношением и -с не превосходит величины 0,5/гЛ42, 
где М2=  max |и " (х ) |. Естественно потребовать, чтобы и по-
грешность округления б-, была бы сравнима с погрешностью 
аппроксимации, например

26/A<Af2A/2, (6)
где М2 не зависит от h. Это означает, что погрешность б при вычис
лении значений функции «(лД должна быть величиной 0 (й2). 
С другой стороны, неравенство (6) показывает, что если величина 
б задана и мы не можем ее менять, то вычисления надо проводить 
не с произвольно малым шагом h, а с  шагом, удовлетворяющим 
условию AlSsfto, где /г0 = 2Уб/М2.

При вычислении производных более высокого порядка, когда в 
знаменатель разностного отношения входит hh, k~> 1, влияние неточ
ности в задании и(х{) сказывается еще сильнее. Например, при 
вычислении разностного отношения и~ххх £ погрешность округления 
является величиной 0 (6/i-4), где б — граница погрешности округ
ления функции и(х). В этом случае для того чтобы погрешность 
округления 8%ххх i была сравнима с погрешностью аппроксимации,
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надо потребовать, чтобы h ^ h 0, где h0 = О(б1/:), либо проводить вы
числение и(х{) с погрешностью б = 0 (he). Например, если 6^10~12, 
то шаг h надо брать примерно равным 0,01. При этом погрешность 
аппроксимации и погрешность округления будут примерно равны
ми 10~\

Вычисление производной и'(х) по заданной функции и(х) так
же является некорректной операцией в том смысле, что для огра
ниченной функции и(х) производная и'(х) может быть сколь угод
но большой. Например, для u(x)=sincox имеем шах |ы (х ) |^ 1  и

х^[а,Ь]
шах | и' (х) | = | со |->-оо при <й->-оо.

*е[а,ц
Строгие определения корректности математической задачи и 

способы решения некорректных задач изложены в книге [38].
2. Применение интерполирования. Многие формулы численного 

дифференцирования можно получить как следствие интерполяцион
ных формул. Для этого достаточно заменить функцию и(х) ее ин
терполяционным многочленом Ln(x) и вычислить производные мно
гочлена Ln(x), используя его явное представление. В отличие от 
п. 1 рассмотрим неравномерную сетку

шЛ = {а = х0< х ,< х 2< . . ,<xN = b}
и обозначим через А.; = Х;—Х ;_,, i= 1, 2, . . . ,  N, шаги этой сетки. 
В качестве примера получим формулы численного дифференциро
вания, основанные на использовании многочлена Лагранжа L2i(x), 
построенного для функции и(х) по трем точкам х,-,, х,-, xi+1. Много
член L2i(x) имеет вид
L2,i (х) =

(X — хс) (х — х£+1) (X — Xi_x) (х — xi+1) (*— *м ) ( x - x t)
=  -----------------------------------  Ui—1 —  1 --- ----Ui  “Т"--------------------------  lli+ 1»

hi +  hi+l) hchl+l hi+1 (ht +  hi+1)
(7)

Отсюда получим 
Ll.i (*) ==:

(2x x̂  • X[+1) (2x xi+i) " , { x̂ xi—i xd=  ----------------- Hi-л------------------------- Hi “p ■ '  ---------  Ui+1 •
hi {hi +  hi+1) h,At-+1 hi+1 (hi Ai+1)

Это выражение можно принять за приближенное значение и'(х) 
в любой точке х е [ х ;_ь xi+1]. Его удобнее записать в виде

U.t (х) — — (X  —  Xt-y,)-

hi+\
+  (x1-+1/l — х) —

h, (8)

где hi=0,5{hi + hi+l) , xi-vJ = x1—0,5ht. В частности, при х = х, получим
hj u i+1 u i . hj+1 u ; lli-L \
hi hc+ 1 hc At J ’

(9)

и если сетка равномерна, hi+i = ht = h, то приходим к центральной 
разностной производной, L2ii (х$ =  и°..
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При использовании интерполяционного многочлена первой сте
пени точно таким же образом можно получить односторонние раз
ностные производные и- £ и ихл.

Далее, вычисляя вторую производную многочлена L2i(x), полу
чим приближенное выражение для и"{х) при xe[x;_i, xi+i]:

и"(х) Lt.i (*) =  — % h,-
( 10>

На равномерной сетке это выражение совпадает со второй разност
ной производной и-х г Ясно, что для приближенного вычисления 
дальнейших производных уже недостаточно многочлена L2i(x), 
надо привлекать многочлены более высокого порядка и тем самым 
увеличивать число узлов, участвующих в аппроксимации.

Порядок погрешности аппроксимации зависит как от порядка 
интерполяционного многочлена, так и от расположения узлов ин
терполирования. Получим выражение для погрешности аппроксима
ции, возникающей при замене и'(х) выражением Ь'2Л(х). Будем 
считать, что хе[х,_,, jci+1] и что величины hh hiJri имеют один и тот 
же порядок малости при измельчении сетки. По формуле Тейлора 
в предположении ограниченности ulv (х) получим
Ui+k =  и (х) +  (xi+k — х) и' (х) +

+  ■(Xi+k ~  Х)2 и" (х) +  (Xi+k ~  x)i и"' (X) +  о (h4)r2 б
где k = 0, ±1, h = max{hu hi+l}. Отсюда приходим к следующим раз
ложениям разностных отношений:

—■ “1~1 =  W {х) — (х — Х;_у2) и" (х) +

+  ( — —  +  4 ) и'" (* )-+  0  <п >
—~г— - =  и' W +  (■*»■+'/, — х) и" W +

hUl

+  +  % ) и " ' w  +  0 2>

Подставляя (11) и (12) в выражение для разностной производной
(8) и приводя подобные члены, получим

-̂2,1 (Х) --
=  и' (х) -  [

( х - х у

2

(hi+i — hi) (* — хд 
3

и"' (х) +  О (/г3),

(Х{-1, Xij,i)..

Отсюда видно, что разностное выражение (8) аппроксимирует 
и'(х) со вторым порядком. Несколько хуже обстоит дело с выраже
нием (10), аппроксимирующим вторую производную. Из (4) видно,
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что на равномерной сетке в точке х = х{ имеет место аппроксимация 
О {К1). Покажем, что на неравномерной сетке {h{̂ h t+l) погреш
ность аппроксимации будет иметь только первый порядок. Подстав
ляя разложения (11), (12) в выражение (10) для L2ti (х), получим

L'z.i (х) =  и" (х) +  х̂с — х +  1+1 kl j и" (х) +  О (h2).

Здесь даже на равномерной сетке второй порядок аппроксима
ции имеет место лишь в точке х = хи а относительно других точек 
(например, точек х =  и x = xi+i) выполняется аппроксимация
только первого порядка.

Г Л А В А  5

РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

§ 1. Примеры итерационных методов решения 
нелинейных уравнений

1. Введение. Пусть задана функция f(x) действительного пере
менного. Требуется найти корни уравнения

f ( x ) =  0 (1 )
или, что то же самое, нули функции f(x).

Уже на примере алгебраического многочлена известно, что нули 
f (x)  могут быть как действительными, так и комплексными. Поэто
му более точная постановка задачи состоит в нахождении корней 
уравнения (1), расположенных в заданной области комплексной 
плоскости. Можно рассматривать также задачу нахождения дейст
вительных корней, расположенных на заданном отрезке. Иногда, 
пренебрегая точностью формулировок, будем говорить, что требу
ется решить уравнение (1).

Задача нахождения корней уравнения (1) обычно решается в 
два этапа. На первом этапе изучается расположение корней (в об
щем случае на комплексной плоскости) и проводится их разделе
ние, т. е. выделяются области в комплексной плоскости, содержа
щие только один корень. Кроме того, изучается вопрос о кратно
сти корней. Тем самым находятся некоторые начальные приближе
ния для корней уравнения (1). На втором этапе, используя задан
ное начальное приближение, строится итерационный процесс, по
зволяющий уточнить значение отыскиваемого корня.

Не существует каких-то общих регулярных приемов решения 
задачи о расположении корней произвольной функции f(x).  Наи
более полно изучен вопрос о расположении корней алгебраических 
многочленов

f ( x ) =a0 + aix+a2x2+ . . .  + amxm. (2)
Например известно, что если для многочлена (2) с действительными коэф- 

фицентами выполнены неравенства

((c) >0, f'(c) > 0.......f(m>(c) >0,
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то  положительные корни }(х) не превосходят числа с. Действительно, из фор
м ул ы  Тейлора

/  (X) =  /  (с) +  ( х - с )  Г  (с) +  (* ~ С)2 г  ( * ) +• ■■ +  !{т) W

получаем, что / ( * ) > 0  при х ^ с .

Численные методы решения нелинейных уравнений являются, 
как правило, итерационными методами, которые предполагают за
дание достаточно близких к искомому решению начальных данных.

Прежде чем переходить к изложению конкретных итерацион
ных методов, отметим два простых приема отделения действитель
ных корней уравнения (1). Предположим, что f(x) определена и 
непрерывна на [а, Ь].

Первый прием состоит в том, что вычисляется таблица значе
ний функции f(x) в заданных точках xĥ [ a ,  b], k = Q, 1, . . .  , п. Если 
обнаружится, что при некотором k числа f (xh), f(xh+t) имеют раз
ные знаки, то это будет означать, что на интервале (хк, лг*+1) урав
нение (1) имеет по крайней мере один действительный корень (точ
нее, имеет нечетное число корней на {хк, х*+1)). Затем можно раз
бить интервал (xh, xh+l) на более мелкие интервалы и с помощью 
аналогичной процедуры уточнить расположение корня.

Более регулярным способом отделения действительных корней 
является метод бисещии (деления пополам). Предположим, что на 
(а, Ь) расположен лишь один корень х, уравнения (1). Тогда f(a) 
и f(b) имеют различные знаки. Пусть для определенности f ( a ) >  
>0, f(b) <0. Положим х0 = 0,5(а + b) и вычислим f (x0). Если f (x0) < 
<0, то искомый корень находится на интервале (а, х0), если же 
f (xa) > 0, то х ,е (х 0, Ь). Далее, из двух интервалов (о, х0) и (х0, Ь) 
выбираем тот, на границах которого функция }(х) имеет различ
ные знаки, находим точку х ,— середину выбранного интервала, вы
числяем f(x,) и повторяем указанный процесс. В результате полу
чаем последовательность интервалов, содержащих искомый корень 
х,, причем длина каждого последующего интервала вдвое меньше, 
чем предыдущего. Процесс заканчивается, когда длина вновь полу
ченного интервала станет меньше заданного числа е>0, и в качест
ве корня х, приближенно принимается середина этого интервала.

Заметим, что если на (а, Ь) имеется несколько корней, то ука
занный процесс сойдется к одному из корней, но заранее неизвест
но, к какому именно. Можно использовать прием выделения кор
ней: если корень х = х. кратности m найден, то рассматривается 
функция

g{x) = /(х)/(х—x.)m
и для нее повторяется процесс нахождения корня.

2. Метод простой итерации. Он состоит в том, что уравнение (1) 
заменяется эквивалентным уравнением

x =  s(x) (3)
и итерации образуются по правилу

*n+i = s(xn), п = 0, 1, . . . ,  (4)
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причем задается начальное приближение х„. Для сходимости боль
шое значение имеет выбор функции s(x).  Эту функцию можно за
давать различными способами, однако обычно она берется в виде

«W  =x + r(x)f (x),  (5)

причем функция т(х) не меняет знака на том отрезке, где отыски
вается корень. В § 2 будет показано, что метод простой итерации 
сходится при надлежащем выборе начального приближения ха, 
если | s'(x.) | <  1, где х . — корень уравнения (1).

Отметим, что в форме метода простой итерации (4) можно за
писать, по существу, любой одношаговый итерационный метод.

В частности, если т(х) = т  = const, то получим метод релаксации

XJ t ± l ^  =  f (Xn)t п =  0 , 1 , . . . ,  (6)
т

для которого s'(x) = I +  t/ ^ x), и метод сходится при условии
—2 < тП * .)< 0 . (7)

Если в некоторой окрестности корня выполняются условия
Г( Х) <о, 0 < m ,<  \ f'(x) | <М и (8)

то метод релаксации сходится при т е  (0, 2/Aft).
Чтобы выбрать оптимальный параметр т в методе релаксации, 

рассмотрим уравнение для погрешности zn = xn—х„ Подставляя 
xTi = x. + zn в (6), получим уравнение

2п+1~ * -П = / ( * .  +  2„).
Т

По теореме о среднем имеем
f{xt + zn) =f(x.) + znf'(x, + Qzn) =z nf'(x. + Qzn),

где 0e(O, 1). Таким образом, для погрешности метода релаксации 
выполняется уравнение

гв+1 - » я ==/, ( +0гя)гя>
т

Отсюда приходим к оценке
| г„+1 [ ^  | 1 +  т/' (х, +  0г„) | ■ | г„ | ^  шах | 1 +  т/' (х, +  0г„) [ • | гЛ\,X

и если выполнены условия (8 ) ,то
|г п+1[< т а х { | 1—тЛ4,|, 11—т т ,|} |2 п|.

Таким образом, задача выбора оптимального параметра сводит
ся к нахождению т, для которого функция

<7( т ) = т а х { | 1—тМ,|, |1—тт^}  

принимает минимальное значение.
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Из рассмотрения графика функции q(т) видно, что точка мини
мума определяется условием

11—хМ, | = 11—ш , |
и равна

т = т0 = 2 /(Mi + m^.
При этом значении т имеем

Я Ю  =  Ро 1 - g  
1 + 1

т1

так что для погрешности справедлива оценка
Ы < р ? к 1 ,  « =  0 , 1 , . . .

3. Метод Ньютона. Пусть начальное приближение х0 известно. 
Заменим f(x) отрезком ряда Тейлора

f ( x ) ^ H i{x) =f (x0) + (x—x0)f ' (x0)
и за следующее приближение х, возьмем корень уравнения Н1(х) = 
=  0, т. е.

Вообще, если итерация хк известна, то следующее приближение 
хк+1 в методе Ньютона определяется по правилу

Xk+i — Xk f(4)
Г (Ч) ’

k =  0 , 1, (9 )

Метод Ньютона называют также методом касательных, так как 
новое приближение л:к+, является абсциссой точки пересечения 
касательной, проведенной в точке (xh, f(xh)) к графику функции 
f(x),  с осью Ох.

Исследование сходимости метода Ньютона будет проведено в 
§ 3. Здесь отметим без доказательства лишь две особенности этого 
метода. Во-первых, метод имеет квадратичную сходимость, т. е. в 
отличие от линейных задач погрешность на следующей итерации 
пропорциональна квадрату погрешности на предыдущей итерации: 
xk+l—x, = 0 ( ( x k—x.)2).

И, во-вторых, такая быстрая сходимость метода Ньютона гаран
тируется лишь при очень хороших, т. е. близких к точному решению, 
начальных приближениях. Если начальное приближение выбрано 
неудачно, то метод может сходиться медленно, либо не сойдется 
вообще.

Модифицированный метод Ньютона

**+1 =  ** — 7 7 *7 , k =  0 , \ , . . .  (10)
Г  (*о)

применяют в том случае, когда хотят избежать многократного вы
числения производной f'(x).  Метод (10) предъявляет меньше тре-
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бований к выбору начального приближения хс, однако обладает 
лишь линейной сходимостью, т. е. хЛ+1—х. = 0 ( х к—х.).

Метод (10) гарантирует отсутствие деления на нуль, если 
Г(х„)ф0.

4. Метод секущих. Этот метод получается из метода Ньютона
/  ( х к ) —  /  ( X f  )

(9) заменой f ' (xh) разделенной разностью ------------:—  , вычис-
хк ~  xk-1

ленной по известным значениям хк и хк-,. В результате получаем 
итерационный метод

Xk ц --  Xfi Кк- 1
/ (Хк) —  / К -Р

7 (*/<), k =  1, 2, ( И )

который в отличие от ранее рассмотренных методов является двух
шаговым, т. е. новое приближение хк+, определяется двумя преды
дущими итерациями хк и xh-i. В методе (11) необходимо задавать 
два начальных приближения хи и лд.

Геометрическая интерпретация метода секущих состоит в сле
дующем. Через точки (лд_,, f (хк- 1)), (хк, f (xh)) проводится прямая, 
абсцисса точки пересечения этой прямой с осью Ох и является 
новым приближением хк+1. Иначе говоря, на отрезке [xh- u лд] функ
ция f (х) интерполируется многочленом первой степени и за оче
редное приближение дд+1 принимается корень этого многочлена.

5. Интерполяционные методы. Идея интерполяционных методов 
состоит в том, что нахождение корней уравнения (1) заменяется 
нахождением корней интерполяционного многочлена, построенного 
для f(x). Интерполяционный метод первого порядка приводит к 
методу секущих. Интерполяционный метод второго порядка назы
вается методом парабол. Метод Ньютона (9) можно получить, за
меняя f(x) интерполяционным многочленом Эрмита первой сте
пени.

Получим формулы метода парабол. Пусть приближения хк- 2, 
хк- и хк известны. Построим интерполяционный многочлен Ньютона 
(см. (11) из § 1 гл. 3)

p 2{x)=f(xh) + (x—xh) f ( xkj .*„_,) +  ( х — хк) (х—хк-,){{хк, Х к- , ,  хк-9)

и обозначим 2 =;х—хк. Тогда уравнение Р2(х) = 0 примет вид
az2+ ’oz+c = 0, (12)

где a = f(xh, xh- t, xk- 2), b = f (xh, *„_,) +  (хк—xk. , ) f (xk, хк- и хк. 2), с = 
= f{xh).

Решая уравнение (12), получим два, может быть комплексных, 
корня, z(1) и z {2>, по которым вычислим х (,) =.rft +  z(1), x[2) = xh+ zm. 
В качестве следующего приближения в методе парабол выбирается 
то из значений х(1>, хт , которое ближе к хк, т. е. отвечающее мини
мальному по модулю корню уравнения (12). Метод парабол удо
бен тем, что позволяет получить комплексные корни уравнения (7), 
пользуясь вещественными начальными приближениями лд, х2.
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6. Использование обратной интерполяции. Ряд итерационных 
методов можно получить с помощью интерполирования функции 
х = Ф(у), обратной f(x).  Заметим, что если х, — корень уравнения 
f(x)=0,  то <р(0)=х.. Таким образом, задача нахождения корня х, 
сводится к вычислению значения ср(0).

Предположим, что известны приближения .г„, л'ь . . . , х„ к корню 
х ,. Тогда можно вычислить £/,• =  / ( л:;). < = 0, 1, . . . , п, и считать, что 
по переменной у заданы узлы у„, г/,, . . . , уп и в них известны значе
ния х„ = ф(у,,), . . . .  х„ = ф(уп). По данным ((/,, ф((/,-)), ( = О, 1, . .. , п, 
строится интерполяционный многочлен Ln(y) для функции ф(у) и 
в качестве следующего приближения х„+1 берется L„(0).

Линейная обратная интерполяция (/г = 1) приводит к методу се
кущих. Квадратичная обратная интерполяция (п=2) приводит к 
методу

xk+l = xk—xhy (yk, + xk- lxhq{yk, yk- u ук- г),
отличному от метода парабол. Здесь у(ук, Уь- i )  и Ук-ь Ук-г) —
разделенные разности первого и второго порядков соответственно.

Сделаем следующее замечание. Перечисленные выше итераци
онные методы в случае сходимости позволяют при заданных на
чальных приближениях найти лишь один из корней уравнения (1). 
Чтобы отыскать другие корни, надо менять начальные приближе
ния. Может оказаться, что и при других начальных данных метод 
сходится к тому же корню х = х,. Тогда целесообразно отделить этот 
корень, т. е. применить итерационный метод к g(x) = f ( x ) / ( x —х .) .

§ 2. Сходимость метода простой итерации 

1. Теорема о сходимости. Перепишем уравнение
f (*)= 0 (1)

в эквивалентном виде
x = s(x) (2)

и рассмотрим метод простой итерации
xk+l =  s(xk), й =  0, 1, . . . , *„ задан. (3)

Говорят, что итерационный метод сходится, если последователь
ность {хк) имеет предел при k-^oo.

В следующей теореме формулируются условия на функцию 
s(x),  гарантирующие существование и единственность решения 
уравнения (2) и сходимость метода простой итерации к этому ре
шению. Напомним, что функция s(x) называется липшиц-непре- 
рывиой с постоянной q на множестве X, если для всех х ' , x" g X вы
полняется неравенство

] s ( x ' ) —  s { x " ) \ ^ q \ x ' —х"\.  ( 4 )

В дальнейшем в качестве X будем брать отрезок
Ur(a)={x: \х—д|==Сг} (5)

длины 2г с серединой в точке а.
7* 195



Т е о р е м а  1. Если s(х) липшиц-непрерывна с постоянной qе  
е (0 , 1) на отрезке UT(a), причем

\s(a)—a \ s ^ ( l —q)r, (6)
то уравнение (2) имеет на отрезке Ur(a) единственное решение х . 
и метод простой итерации (3) сходится к х, при любом начальном 
приближении x0̂ U r(a). Для погрешности справедлива оценка

\ х — х . \ s^qk\x0—х.\, £ = 0 , 1 , 2 , . . .  (7)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем по индукции, что 

е UT(a), k — 1, 2, . . .  , т. е. что метод простой итерации не выводит 
за пределы того множества, на котором s(x) липшиц-непрерывна с 
постоянной <?е(0, 1). Предположим, что ^ е ( / , ( а )  при некотором 
/ ^ 0 ,  и докажем, что тогда xj+l^ U T(a) . Из равенства

xj+l—a = s(Xj)—а = (s(Xj)—s(a)) +  (s(a) —a)
получим

I X j+ l—a I I s ( X j )  —  s (a) | +  | s (a) —a \ .
Учитывая условие липшиц-непрерывности, предположение индук
ции и условие (6), имеем

| s (Xj) — s (a ) \ ^ q \ x j  — a \^ q r ,
| Xj+1 — a \ ^ q r  +  { \ — q ) r ^ r ,

т. e. xj+î U r{a).
Оценим теперь разность двух соседних итераций xj+1—х,. Имеем

и поскольку все точки хи j=  1, 2, . . .  , находятся на отрезке Ur(a), 
получаем оценку

|хж —Xj\ s^q\Xj—jCj-iI
и,следовательно,

|Х;+1—^ | ^ q s\ x — х0|, / =1 , 2 ,  . . .  (8)
Оценка (8) позволяет доказать фундаментальность последова

тельности {xj. Действительно, пусть р — любое натуральное число. 
Тогда

р
X k + p  X k  =  2  (Xft+j Х / ц - j - i ) ,  

i=i
и согласно (8) имеем

\Xk+p— X tK I* ! — x0\Y  g-t+M — g* L z i !  |X! — X0| ^ — Ixi — x0\,
i L  Х~ Ц X~ q

t . e.

|x*+p — | Xi —x0|, k, p — 1,2, . . .  (9)
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Поскольку правая часть неравенства (9) стремится к нулю при 
k-*-oo и не зависит от р, последовательность {xj является фунда
ментальной. Следовательно, существует

lim Xk =  х. е  Uг (а)./г—юо
Переходя в (3) к пределу при k->-oo и учитывая непрерывность 
функции s(x),  получим x, = s (х.), т. е. х. — решение уравнения (2), 

Предположим, что х /  — какое-то решение уравнения (2), при
надлежащее отрезку Ur(a). Тогда

X, — * '= s(x„) — s{x)

и по условию теоремы
\x. — x ' J ^ q \ x ,  — xJ.

Так как q<\ ,  последнее неравенство может выполняться лишь при 
х /  = х„ т. е. решение единственно.

Докажем оценку погрешности (7). Из уравнения (3) получим
**+1— = S (х„) —X, = s (хЛ) —s (х.) ,

и так как хк, х ,е £ /г(а), приходим к неравенству
К -и —х.\ s^q \xh—х,|, (10)

справедливому для всех k = 0, 1, . . . ,  из которого и следует оценка 
(7). Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е  1. Если для погрешности какого-либо итерационного метода 
выполняется неравенство

|*а— х.\ < М к7а|л:о—х ,\,
где q e ( 0 ,  1 ) и не зависит от 6 , то говорят, что метод сходится линейно со 
скоростью геометрической прогрессии со знаменателем q. Такая терминология 
объясняется тем, что при 6 -»-оо погрешность убывает как qh.

З а м е ч а н и е  2. Зафиксируем в неравенстве (9) индекс k и устремим р 
к бесконечности. Тогда получим оценку погрешности

qk
I хк — 1 sg ■ t _  | s (*o) — x0 1, 6 = 1 , 2 , . . ,  (11)

В правую часть оценки (11) входят только известные величины, в то время 
как оценка (7) содержит заранее неизвестное значение х..

Приведем следствия из теоремы 1, содержащие более удобные 
для проверки условия сходимости.

Будем предполагать, что s(x) непрерывно дифференцируема на 
отрезке UT(a).

С л е д с т в и е  1. Если
\ s ' ( x ) \ ^ q < l  (12)

для х е Д ( а ) ,  выполнено условие (6) и х0е Д ( а ) ,  то уравнение (2) 
имеет единственное решение х ,е £ /г(а), метод (3) сходится и спра
ведлива оценка (7).

Действительно, из (12) следует (4) с ^ е ( 0, 1).
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С л е д с т в и е  2. Пусть уравнение (2) имеет решение х,, функ
ция s(x) непрерывно дифференцируема на отрезке

11т{х,)={х\ \х—а- , | ^ г} (13)
и |s'(x.) | <1. Тогда существует е> 0  такое, что на отрезке Ut (x,) 
уравнение (2) не имеет других решений и метод (3) сходится, если 
ТОЛЬКО А'„1=.Ut {x,).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку s(x) непрерывно дифференци
руема на отрезке Ur(x.) и |s'(x.) | <1, найдутся числа д е ( 0, 1) и 
е е  (0, г] такие, что

\s'(x) | ==S<7 < 1
для всех х 'е [ /((х,).

2. Метод Эйткена ускорения сходимости. Предположим, что ка
кой-либо итерационный метод имеет линейную сходимость, т. е.

xk—x ,^ a q \  q<=(0,1),  k=l , 2 ,  . . .

Числа a, q, х, заранее неизвестны, но их можно найти, используя 
три последовательных итерации хк, хк+1, хк+г. Составим уравнения

xh—x, = aq\ хкы—х:, = aqk+i, xM —x, = aqh+i

(здесь равенства надо понимать как приближенные), 
найдем

Axk =  Xkn— *k — aqk (q— 1), 
А2хк =  Ax*+1 — Axk — aqh (q — l)2,

из которых

(14)

Метод Эйткена ускорения сходимости состоит в том, что после 
вычисления xh, xh+l, хк+г производится пересчет по формуле

У к и —  %k+2
(W > 2

ЛЧ
(15)

и значение ук+, принимается за новое приближение. Если бы равен
ство (14) выполнялось точно, то ук̂ , совпало бы с точным решением 
х.. В общем случае ук+1 дает лучшее приближение к х., чем очеред
ная итерация хк+г. Подчеркнем, что главным предположением здесь 
является требование линейной сходимости основного итерационного 
метода. В случае методов, имеющих более высокую скорость схо
димости (например метода Ньютона), ускорение по Эйткену в фор
ме (15) неэффективно.

На практике не обязательно проводить пересчет по формуле
(15) на каждой итерации к. Употребительны методы, в которых та
кой пересчет осуществляется циклически, т. е. через определенное 
число основных итераций.

С помощью метода Эйткена на основе известных итерационных 
методов можно получить иногда новые итерационные методы, об-
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ладающие более высокой сходимостью. Рассмотрим, например, ме
тод релаксации

+  f (Хк) =  о (16)
т

(см. (6) из § 1), который имеет линейную сходимость, если 
M,>f ' (x )  > 0 , 0< т < 2 /М „

Предположим, что при некотором k получены значения xk, хк+, 
Вычислим согласно (15) величину

_„ (хь
Укк1 ■— £̂+2

Хк+2
- w 2

+ xk

%h+2‘

(17)

и исключим из (17) с помощью (16) величины хк+1, хк+2. Имеем 
хк+1 =  X k  — т f ( X k ) ,

Xv+ 2 =  X k + l  — т/ (.r,lf!) =  X k  —  i f (x /;) —  T/ {xk — T/ (**)),
следовательно,

i/fc+l ----C'i ' /2 (**)
/ Pfc) — / (-b — Т/ (•**))

Проведенные построения позволяют предположить, что одно
шаговый итерационный метод

/ 2 G fo)Уь+1 — Уь т*f(yk) - n y k - x f { y k))
(18)

обладает более быстрой сходимостью, чем исходный метод релак
сации (16). Действительно, как показано, например, в [25], метод 
(18) при т=1 (метод Стеффенсена) имеет квадратичную сходи
мость.

§ 3. Сходимость метода Ньютона

1. Простой вещественный корень. Предположим, что уравнение
f (x )=  0 (1)

имеет простой вещественный корень x = xt, так что f ( x j =  0, 
f '(x .)=?=Q- Будем предполагать, что }{х) дважды непрерывно диф
ференцируема в окрестности корня х„. Исследуем сходимость ме
тода Ньютона

X k ^ X k - — ^ - ,  /2 =  0 , 1 , . . .  (2)Г (хк)
Заметим прежде всего, что (2) можно рассматривать как част

ный случай метода простой итерации
*ft+i = s(xft), £ = 0 , 1 , . . . ,  (3)

для которого

s w  =  * — ■ (4)/ W
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R § 2 было показано, что для сходимости метода (3) достаточ
но потребовать, чтобы в некоторой окрестности искомого корня 
выполнялось неравенство

\ s ' ( x ) \ ^ q < \ . (5)
Для функции (4) имеем

s'(x) { (х) г  (*) 
(Г W)2 ’

и если хт— корень f(x),  то s '(x#) =0. Поэтому найдется окрестность 
корня, в которой выполнено неравенство (5). Тем самым при над
лежащем выборе начального приближения метод Ньютона сходит
ся. Однако следствием малости s'{x) в окрестности является 
не просто сходимость, а сходимость существенно более быстрая, чем 
в общем случае метода простой итерации. В следующей теореме 
доказано, что метод Ньютона имеет квадратичную сходимость, т. е. 
что он сходится и погрешность на (й-{-1)-й итерации пропорцио
нальна квадрату погрешности на й-й итерации.

Т е о р е м а  1. Пусть х. — простой вещественный корень уравне
ния (1) и пусть У(х)Ф0 в окрестности

Ur(x.) =  {*: \х—хш\ < г} .
Предположим, что f"(x) непрерывна в Ur(x,) и

0 < m 1=  inf | / ' (х) |, АТ2=  sup |/"(х)|,
X & J r (X,) X & J  г\х,)

(6)

причем
М« | х0 — х* | 

2 т х < 1 . (7)

Тогда если г0б ( / г( г ) ,  то метод Ньютона (2) сходится, причем 
для погрешности справедлива оценка

\Хк—Х>\<:Я2к~1\Х0—ХА> (8)
где

мг |х0 —х*| ^  J
4 2 т, " (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из уравнения (2) получим
/(**>Хш x, — xk x t

t (*А>
или

F ( Ч)
*. =  „ , , • / (*ft)

(10)

F(x) = (x—X')f '(x)—f(x). (И)
Заметим, что Т(х.) =0 и

F (x) = ( * - * ) № ) ■ (12)
200



Далее, воспользовавшись тождеством
Xk

F{xk) =  F ( x , ) + ^  F'{t)dt 

и выражением (12) для F'(t),  получим

F (xk) = 1  (( — х,) f" (0 dt.
х.

Так как функция t—х# не меняет знак на отрезке интегрирования, 
можно воспользоваться формулой среднего значения и записать, 
что

xk xk , _ 12
F (х/,) =  J (/ -  X,) Г  (t) dt =  Г O k) J (t -  *.) dt =  f" (Ы,

где |* = 0 )А + (1 —Qk)x„ |0ftj < l .  Обращаясь к (10), получим
Г (Ы К -* * )2

Xk*x —  X , = --------------, (13)
2 / ы

т. е. погрешность на (£+1)-й итерации пропорциональна квадрату 
погрешности на k-й итерации.

Докажем оценку (8) по индукции. При k = 0 из (13) получим

Xi — x, _  /' (So) (*о — -У*)2
V  Ы

( 1 4 )

По условию теоремы x0̂ U r(xt) , и поэтому согласно первому из ус
ловий (6) имеем I/'(х0) | ^ т ! > 0 .  Кроме того, | 0 =  9оХ0+ (1 —0о)х.>

1о—х. = 0о(хо—Х#), |Ео—хт\ ^  |0„| \х0—Х.| <Г,

т. е. 10̂ и г(хщ) . Но тогда согласно (6) | / " ( |0) I ^ М 2. Таким обра
зом, приходим к оценке

|*i — ~  ~  У \хо — *. 1 *

совпадающей с оценкой (8) при k=l .
Предположим, что оценка (8) выполняется при k = t ^ l ,  и до

кажем, что она выполняется и при k = l-f-1. При k — l выражение
(13) принимает вид

X t — X,
Г  К/) (x t — x j2

V  ( Z )
( 1 5 )

Покажем, что x,t h ^ U r(xJ.  Действительно, из (8) при k = l 
имеем

I */ — ■*, • | *0 *. К  I -  *. I <

г. е. x,<=Ur{X'). Кроме то; о,
0, (л'.— ), 10, | <  1.

I. следовательно, £/,(*.)
201



Теперь можно воспользоваться условиями (6) и оценить
I |/"(Ы  I

Отсюда н из (15) получим
/Л., (xt — xt)2 

2 т1X[ X̂

Из этого неравенства и из неравенства (8), имеющего следующий 
вид при k = l:

получим оценку 

\xi+l— xt \ ^ Ms I ■
2 ml xr — x i — a

2/fi_

t . e. оценку (8) при k = l-j-1. Из оценки (8) следует сходимость ме
тода (2), так как для q ^ ( 0, 1) правая часть неравенства (8) стре
мится к нулю при k-*-ao. Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и я .  1. У сл о в и е  (7 )  о зн а ч а е т , ч то  н а ч а л ь н о е п р и б л и ж ен и е  н а д о  
б р а т ь  д о с т а т о ч н о  б л и зк о  к и ск о м о м у  к ор н ю .

2 . В ы п о л н ен и е  р а в ен ст в а  (1 3 )  о зн а ч а е т , что м е т о д  и м еет  к в а д р а т и ч н у ю  с х о 
д и м о ст ь .

3 . П о ск о л ь к у  х,  з а р а н е е  н еи зв ес т е н , и н о гд а  т р у д н о  п р о в ер и т ь  у с л о в и е  
Хо<=£/г (х „ ) .  Н о  есл и  и зв ест н о , что | / ' ( х )  | T s m i X )  в н ек о т о р о й  о к р ест н о ст и  
к о р н я , т о  д л я  оц ен к и  б л и зо с т и  н а ч а л ь н о го  п р и б л и ж ен и я  к к о р н ю  м о ж н о  в о с 
п о л ь зо в а т ь ся  н ер а в ен ст в о м

к о — х . |  | / ( * о ) \/mi. (1 6 )
Д е й с т в и т е л ь н о ,

f(x0) = { ( х 0 ) — / ( * . )  =
о т к у д а  и с л е д у е т  ( 1 6 ) .

2. Кратные корни. Говорят, что х, является корнем кратности р, 
если

f (*.) =  Г (х,) =  • • • =  f iP~l) (х,) =  0, / (в) (*.) ф  О
Будем предполагать сейчас, что (д-) непрерывна в окрестности 
корня л:# кратности р. В случае корня кратности р квадратичную 
сходимость имеет метод Ньютона с параметром

f ( x k) Xk* ~ Xk- + f ( x k) =  О, (17)т
где т = р. Справедлива

Т е о р е м а  2. Пусть х г — корень кратности р уравнения (1) и в 
окрестности

Ur{x,) = {x: \х—х.\ < г)
производная f(p) (х ) отлична от нуля. 

Пусть f(p+i) (х) непрерывна в UT{x} и
О < ш р=  inf | / (р) (а-)|,

x=Ur(r.t )
MP,L=  sup | / (PH)(jf)|,

x=Ur (x,)
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причем
МР¥ 1 ко — ** I

трр ( р +  1)

Тогда если x„^Ur(xt), то метод (17) при х = р сходится, причем 
для погрешности справедлива оценка

\Xk - V . j -  / - 1 | Х0 — А ,  | ,

где

mPP (Р+  1)

Доказательство теоремы 2 мало отличается от доказательства 
теоремы 1 (см. [25]). Для погрешности хк+1—х& метода (17) с т = р 
получаем выражение (10), где

F ( x )  =  ( x— x j [ ' ( x ) — p [ ( x ) .
При этом

F(m) (-О =0, т  = 0, 1,...,р—1, р.

Применяя формулу Тейлора с остаточным членом в интегральной 
форме, получим, что

*к

F ^  =  - 7 — Ч т  f  {t ~  Х •> {Хк -  ^ (Р+1) {t) dL (Р— 1)! J

Далее, воспользовавшись формулой среднего значения, получим 
представление F (хк) в виде

F(xk). /(р+1) (if)
(Хк —  А . )

pei
(Р+ О!

Для оценки знаменателя 
выражения (10) используется 
формула Тейлора с остаточ
ным членом в форме Лагран
жа. В результате получаем,что

(а* —
Г (**) =  • ( Р -  1)!

/ (Р) (If).

Рис. 6 . Монотонная сходимость 
Ньютона

метода

Далее повторяются те же рас
суждения, что и при доказа
тельстве теоремы 1.

3. Односторонние приближе
ния. Если в окрестности корня
х% производная функции f (х) сохраняет знак и монотонна, то при
ближения а*, получаемые в методе Ньютона, сходятся к х. с одной 
стороны. Это означает, что последовательность {хк} либо монотон
но убывает, так что A4-<Aj4!< ;xs для всех k, либо монотонно воз-

203



растает, так что xh<.xh+i<.x, для всех k. Монотонная сходимость 
метода Ньютона хорошо видна на рис. 6. Важное свойство моно
тонности метода Ньютона более точно сформулировано в теоре
мах 3, 4. В этих теоремах предполагается, что на отрезке [а, b] 
уравнение (1) имеет единственный корень х_ и функция f(x) дваж
ды непрерывно дифференцируема.

Т е о р е м а  3. Пусть для всех х е Lа, 6] либо
П х ) >  0 ,  f " ( x ) >  0 , (18)

либо
Г(Х)<  О, f " ( x ) <  0. (19)

Тогда последовательность {хй}, определенная согласно (2) с 
ха = Ь, монотонно убывает и сходится к х%.

Т е о р е м а  4. Пусть для всех x e l а, Ь] либо
/'(* )>  0, Г ( х ) <  0,

либо
Г(х)< о, / " ( * ) >  0.

Тогда последовательность {xh}, определенная согласно (2) с 
хй = а, монотонно возрастает и сходится к х..

Поскольку формулировки и доказательства теорем 3, 4 совер
шенно аналогичны, ограничимся доказательством теоремы 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Монотонность последова
тельности {xft} докажем по индукции. По условию ха = Ь. Предпо
ложим, что для некоторого выполняются неравенства

x ,< x k^ b ,  (20)
и докажем, что тогда

х ,< х к+1Сх„. (21)
Перепишем уравнение (2) в виде

Xk Xk+i —- f {xk) — f (X ,)  

/ '  ( * * )

и воспользуемся формулой конечных приращений Лагранжа. Тогда 
получим

Xk Xk+i (xk — x*) Г (W 
г  (ч)

(22)

где £ле ( х #, xfc). Пусть выполнено условие (18). Тогда
Г (У0 <
Г (Ч)

< 1, (23)

причем последнее неравенство является следствием монотонного 
возрастания f'(x).  Те же самые неравенства (23) выполняются и в 
случае условий (19). Таким образом,

0 ^  (xk - x*)f (Ц 
Г (xk)

< X k  —  **,
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и из (22) получим
0 < x h—xk+l< x h—

т. е. получим требуемые неравенства (21). Таким образом, после
довательность {х„} монотонно убывает и ограничена снизу чис
лом л:*. Поэтому данная последовательность имеет предел, который 
в силу непрерывности функции f(x) и условия ^(х^)фО совпадает 
с корнем х,  уравнения (1). Теорема 3 доказана.

Сделаем замечания относительно скорости сходимости метода Ньютона при 
условиях теорем 3 и 4. Если начальное приближение х0 выбрано достаточно 
близко к искомому корню, так что выполняется условие (7), то согласно тео
реме 1 метод имеет квадратичную сходимость и для погрешности справедлива 
оценка (8 ).

Если же условие (7) не выполнено, то на начальных итерациях погрешность 
будет убывать более медленно. Однако в силу сходимости последовательности 
{ха} найдется номер k— ko, для которого очередное приближение х*„ удовлет
ворит неравенству

Mi\xka — x*\ ^
2 т 1

и с этого момента сходимость станет квадратичной.

4. Комплексный корень. Пусть f ( z ) — функция комплексного 
переменного z  = x-{-iy и zr= xt-\-iyt — простой нуль f(z).  Будем 
считать, что f(z) аналитична в некоторой окрестности z.. Тогда 
можно рассматривать метод Ньютона

zk+l =  zk- - ^ L t й =  0, 1, . . .  (24)

Сходимость метода (24) устанавливается в теореме 5, которая 
обобщает на комплексный случай теорему 1.

Т е о р е м а  5. Пусть г*— простой корень уравнения f{z) = 0 и 
пусть f(z) аналитична в круге

Vr(z*) = {z: |z—z* |< r} .
Предположим, что

inf | f'{z) | =  n ii>  0, sup \f"(z)\ =  M2, (25)z=C/r(z,) z=t/f(z.)
причем

Ab.\.z° — z*\, 1 _ (26)
2 nt\

Тогда если г0е [ / г(г,), то метод (24) сходится, причем для по
грешности справедлива оценка

1 (27)
где

„ __ 1 го —г* I ^  j
4 2m1 ^ (28)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для погрешности получаем уравнение

t  {Zk) (29)7  к  ¥\

Г  (2ft)

где
F{z) = (z—z j f '  (z) —f (z) ,F' (z)  = (z—z.) f" (z). 

Воспользовавшись формулой Ньютона — Лейбница, получим

F ( 2k) =  F ( z J  +  §F ’ ( z ) d z ,
2.

т. е.
гк

F (zk) =  f (z — zt)f"{z)dz. (30)

Докажем оценку (27) по индукции. При ^ =  0 из (29) получим

f(Zo) (31)2, — 2.
/' (2с)

Так как 2, e l / r(zJ , имеем согласно (25), что ] / '(z0) | ^ ^ > 0 .  Д а
лее, оценим

F{z0) =  \ { z - z t) f”(z)dz. (32)
2.

Для этого сделаем в интеграле (32) замену переменной
г = /20+ ( 1—i)z.

и перепишем его в виде

^ (?о) =  (г0 -  О 2 $ Г  (<z„ +  (1 -  0 z.) dt. (33)
0

Имеем
z—z. = t{z,—Z'), \z—z, | <  |z0—2.| < r ,

t . e. z = te 0+ ( l —f ) z e [ / r(z), и согласно (25) выполняется оценка
| № o+ ( 1 - / ) z. ) |< M 2.

Отсюда и из (33) получаем оценку

IF (г0) | Мо | г0 — г, |2 \ t d t  =  0,5 Vf31г0 — г,|2.

Учитывая (31), получим неравенство
, , Мо | гп ■\ ~ I_- I ч

2 т г

которое совпадает с неравенством (27) при k=\ .
Предположим, что оценка (27) выполняется при k — и до

кажем, что она выполняется и при k = l-\-\. Заметим прежде всего,
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что из оценки (27) при k = l следует, что 2, e ( / r (2 j .  Поэтому со
гласно условию (25) имеем \ f'(z,_) |

Далее, оценим
г1

F(zt) =   ̂ (z — zjf"(z)dz.
г,

Учитывая, что z ^ U  r{z.) , можно получить оценку этого интеграла 
гак же, как и оценку F (z0) , а именно

IF (zd I ^  y  Iг/ _  12'
Тогда из (29) при k = l получим

H/fL -
.API 2/ — г*

2т L
и, учитывая (27) при k = l, придем к неравенству (27) при k = l-{-1. 
Теорема 5 доказана.

Заметим, что условие сходимости (26) означает близость на 
комплексной плоскости начального приближения z„ к искомому 
корню 2 .. В частности, это условие может не выполняться для ве
щественных начальных приближений.

При численной реализации метода Ньютона можно пользовать
ся комплексной арифметикой, однако иногда бывает удобнее раз
делить в формулах (24) действительные и мнимые части и прово
дить вычисления только с вещественными числами.

§ 4. Итерационные методы для систем нелинейных уравнений 

1. Общие понятия. Рассмотрим систему нелинейных уравнений 
fi (хи х2, . . .  , хт) =  О,
/■2 ( Х1 > Х2г ■■■ у х т )  —  О , ( П

f т  (х 1у х 2у • • • i  Х т )  —  О ,

где fi, i =l ,  2, . . . ,  m,— функции вещественных переменных х„ . . .
хт. В дальнейшем систему (1) будем рассматривать как опе

раторное уравнение в некотором линейном пространстве Н раз
мерности т. Обозначим

х=  (хь х2, . . . , i„ )r e / / ,

F(x) =  (/i(x), f2{x). . . . ,  fm(x))T
и запишем (1) в виде операторного уравнения

F (х) =0, (2)

где F: Fl-+Fi — отображение, нелинейное, вообще говоря, из Н в Н.
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Многие одношаговые итерационные методы для решения си
стемы (2) можно записать в виде 

„*+1 л
Bk+1 - ----------- h F (xk) =  0, k — 0, 1, . . . ,  x0 задан, (3)

TA+1
где k — номер итерации,

xk =  (xl *1 л т )r ,
тк+1 — числовые параметры, Bk+i — матрица mXm, имеющая об
ратную.

Если F — линейный оператор, то (3) совпадает с канонической формой 
одношагового итерационного метода (см. § 1 гл. 2 ), т. е. в виде (3) можно за
писать любой одношаговый метод для линейной системы уравнений. В случае 
нелинейной системы ( 1 ) возможны методы, содержащие новую итерацию x * +1 
нелинейно, и тем самым не представимые в виде (3). Однако мы по-прежнему 
будем называть канонической формой запись итерационного метода в виде (3).

Для нахождения х,1+1 по известному хк из уравнения (3) необ
ходимо решить систему линейных алгебраических уравнений

Bk+ixk+i = g(xh), (4)
где g(xk) =Bh+ixk—rk+lF(xh) . Метод (3) называется явным, если 
Вк+1 = Е для всех k = Q, 1, . . . ,  и неявным — в противном случае. Ме
тод (3) называется стационарным, если В и т не зависят от номера 
итерации k. Систему линейных уравнений (4) можно решать либо 
прямым, либо итерационным методом. В последнем случае итера
ции, приводящие к решению системы (4), называются внутренни
ми итерациями, а итерации (3) — внешними итерациями.

2. Сходимость стационарного метода. Остановимся кратко на 
вопросе о сходимости метода (3). Предположим, что метод (3) — 
стационарный, т. е. В и т не зависят от k. Тогда уравнение (3) мож
но переписать в виде

xh+l = S(xh), (5)
а исходное уравнение (2) — в виде

x=S(x ) ,  (6)
где S(x) =х—тB~lF(x).

Будем считать, что Н — конечномерное линейное нормирован
ное пространство, т. е. что определен функционал ||jc||, удовлетво
ряющий всем аксиомам нормы.

Точка д :е Я , для которой S ( x t) = x t, называется неподвижной 
точкой оператора S. Очевидно, что точка хщ является решением опе
раторного уравнения (2) тогда и только тогда, когда она является 
неподвижной точкой оператора S. Таким образом, отыскание кор
ней уравнения (2) эквивалентно отысканию неподвижных точек 
оператора 5.

Говорят, что S является сжимающим оператором на множестве
К ^ Н  . качффи : ; он . ел пи существует число <?e(Q 1)
такое для •"-r=.V чыиол яе-тя неравенство
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Теперь мы в состоянии сформулировать теорему, которая назы
вается принципом сжимающих отображений и содержит условия 
сходимости метода простой итерации

x'1+, =  S (^ ) (7)

в конечномерном линейном нормированном пространстве Н. Она 
является многомерным аналогом теоремы 1 из § 2.

Т е о р е м а  1. Пусть оператор S определен на множестве
Ur(a) =  (x e tf : ||х—я||< г}

и является сжимающим оператором на этом множестве с коэффи
циентом сжатия q, причем

IIS (« ) -« ! !< (  1—<7) г, 0L<<7< 1. (8)
Тогда в Ur(a) оператор S имеет единственную неподвижную 

точку х# и итерационный метод (7) сходится к х. при любом х°<= 
<=UT(a). Для погрешности справедливы оценки

II** — xt \ \^ q k\\x° — х,||, (9)

I х* — x , |K y ^ - | |S ( x 0) — х°||. (10)

Доказательство теоремы 1 можно найти в [42].
3. Примеры итерационных методов.
П р и м е р  1. Метод релаксации представляет собой частный 

случай метода (3), когда Bh+t = E, тй+1=т. Это стационарный ите
рационный метод, который можно записать в виде

xh+> = S(xh), 
где

5 (х) = х—t-F(x).
Метод сходится, если ||S'(x ) ||< 1 . В данном случае S'(x) =  
= Е—т-Р(х) и

d f x (x) df i  (x) ”
d x t d x 2 d x ,n

d f - (x) d f ,  (x) d f ,  (x)
F '(* ) = d x x d x 2 d*m

Ут « d f m (*) df.., (x)

_  d x x dx, , d x m -

(П)

П р и м е р  2. Метод Пикара. Пусть F(x) представляется в виде 
F(x) = Ax-\-G (х),

где А — матрица пг'Хпг. Тогда итерации можно определить следую
щим образом:

Axh+i +  G{xk) =0.
209



Итерационный метод можно переписать в виде 
A(xk~'—xk) +F( xh)=  О,

т. е. в канонической форме (3) с Bh+I = A, xh+l= \. Можно и здесь 
ввести итерационный параметр и рассматривать более общий ме
тод

vk+i k
А - ------ — +  F(xk) =  Q.

П р и м е р  3. Метод Ньютона для системы уравнений (Г) стро
ится следующим образом.

Пусть приближение xk =  (x%, хки . . . ,  хкп)т уже известно. Выпи
шем разложение функции fi(xu х2, . . . .  хт) по формуле Тейлора в 
точке хк,
t  /  \  е / k  k  к \  , / k \ d/i (а )fi ЛГ2, • • . | %tn) — fi (-̂ Lt -*-2» • ■ ■ f %rn) +  (-̂ l -̂ -l) д “f“UX±

+  (xi
d x ~

, ,  k. dh(x‘)\Xm — Xtn) dx„
+  0{ \x — xk I2),

и отбросим величины второго порядка малости. Тогда система (1) 
заменится системой уравнений

т  g t  i x k \

2 (^ 7  — М) “ ------Vji{xk) =  0, i = l , 2 ,  . .. , т, (12)
/=1 >

линейной относительно приращений xs—х), /=  1, 2, . . . ,  т. Реше
ние х ={ х и х2, . . . ,  хт)Т системы (12) примем за следующее при
ближение и обозначим через

хк+1 — (4 Д  . . . , хкг.1)т.
Таким образом, итерационный метод Ньютона для (1) опреде

ляется системой уравнений
m  д !  ( x k )
V (*/f l  -  Х к )  -Ц — L  +  и (хк) =  О, t =  l ,2 ____ ш, (13)
.2— ах,-

из которой последовательно, начиная с заданного х° =  (х°и .. . ,хпп1) , 
находятся векторы хк, k=l ,  2,. . .

Систему (13) можно записать в векторном виде
F'(xh) {хк+'—xh)A-F(xk) =0, k = 0, 1, . . .  , х° задан, (14)

где матрица F'(x) определена согласно (11). Таким образом, ме
тод Ньютона имеет канонический вид (3), где

Bk+l = F'(xk), тй+1 = 1.
Для реализации метода Ньютона необходимо существование 

матриц (F'(xk))~\  обратных F'(xk). По поводу сходимости метода 
Ньютона для систем уравнений можно сказать то же, что и в слу-
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чае одного уравнения, а именно, метод имеет квадратичную сходи
мость, если начальное приближение выбрано достаточно хорошо.

Приведем без доказательства одну из теорем о сходимости метода Нью
тона.

Пусть Ет — множество m-мерных вещественных векторов с нормой 1|х|| =/ т  у/,
=  [ ,|И!| — норма матрицы А, подчиненная данной норме вектора.

V i = 1  .
Обозначим

Ur (x°) =  {.<<=Ет: ||х—х°\\ <  г}

и предположим, что в шаре UT(x°) функции fi(x), i =  1, 2, . . . ,  т, непрерывно 
дифференцируемы.

Т е о р е м а  2. Предположим, что в UT(x°) матрица F'(x) удовлетворяет ус
ловию Липшица с постоянной L, т. е.

НЕ' (х1)— F' (л?) || L\\x'— дг2||

для любых х’, x2e U r(x°). Пусть в UT(xA) матрица (Е '(х )) -1 существует, причем 
элементы ее непрерывны и

1!( F’(x )) -4 ]^ M .

Если начальное приближение х° таково, что ||.F(xo) И =^т) и

причем
оо

Мц 2  92*-1 <  г,
k—{'

то система уравнений (2 ) имеет решение x . e U r(x0), к которому сходится метод 
Ньютона (14). Оценка погрешности дается неравенством

, ( А 1
II к —  -X» | 5С Мт\ ----- -k .

1-<?2
Доказательство теоремы 2 можно найти в [42].

П р и м е р  4. Модифицированный метод Ньютона имеет вид
F'(x°) (xk+i—xh)+F(xk) =0 (15)

и обладает линейной сходимостью. Упрощение в численной реали
зации по сравнению с обычным методом Ньютона состоит в том, 
что матрицу F' (х) надо обращать не на каждой итерации, а лишь 
один раз. Возможно циклическое применение модифицированного 
метода Ньютона, когда F'(x) обращается через определенное чис
ло итераций.

П р и м е р 5. Метод Ньютона с параметром имеет вид

F' (.хk) +  F (xk) =  0. (16)
Thi

Рассмотренные до сих пор методы являлись линейными отно
сительно новой итерации я*41. Возможны и нелинейные методы, ког
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да для вычисления xh+i приходится решать нелинейные системы 
уравнений. Приведем примеры таких методов.

П р и м е р  6. Нелинейный метод Якоби для системы (1) имеет 
вид

/; (4, 4, ■ k k+l k , Xj—i, Xi t Xij-iy .
i = 1, 2 , . . . ,  m.

40  =  0, (17)

Здесь для отыскания xk+l необходимо решить m независимых 
скалярных уравнений. Для решения скалярного уравнения можно 
применить какой-либо из итерационных методов, рассмотренных 
в § 1, причем не обязательно применять один и тот же метод для 
всех уравнений.

П р и м е р  7. Нелинейный метод Зейделя состоит в последова
тельном решении уравнений

f.(yk+l xk+l 4 +l уk 4л — n11 , л2 , . . . , л1 , л4+1, . . . » Лт) — и (18)
гаЬ. 1относительно переменной х,- , i = 1, 2, . . . , m.

Большое распространение получили гибридные методы, когда 
внешние итерации осуществляются одним методом, а внутренние — 
другим. При этом число внутренних итераций может быть фикси
рованным и не очень большим, так что внутренние итерации не до
водятся до сходимости. В результате получается некоторый новый 
метод, сочетающий свойства исходных методов. Приведем приме
ры таких методов.

П р и м е р  8. Внешние итерации — по Зейделю и внутренние — 
по Ньютону. Здесь в качестве основной (внешней) итерации выби
рается нелинейный метод Зейделя (18), а для нахождения 4 +l 
используется метод Ньютона. Обозначим г/, = х*+1. Тогда итерации 
определяются следующим образом:

4  + 1  r * + l  y .S 4  4  ч / Л - 1  S\ .(,-П , Х2 , . . . , Л,-!, у и л4+1, . . . , Хщ) [tji — Уц -f-

+ П4+\ , 44,4,4».........4.) =  о,„s-и

5 =  0 , 1 , . . . , / ,  4  =  4 ,  yl4 = x Y \
i'= l, 2........m.

(19)

Здесь индексом s обозначен номер внутренней итерации.
Иногда в (19) делают всего одну внутреннюю итерацию, пола

гая 1 = 0, yai= x t ,y \  — 4 fl. Тогда приходят к следующему итера
ционному методу:

4 li. (vk+l rk+l 4+i 4  xk, Л2 » • • • t Li Xi, Л^-i, .
dxi

4- f- (xkH v - +1 4  41 / l \Л 1 * • • • t  1» X/ > X l+ l t

. • , x m) (X; +1 —  X;)

. . . , 4 . )  =  0, k =  0, 1 , . . .  (20)
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В частности, при т = 2 метод (20) принимает вид

dfl(xJ' ̂  (4Л - 4) + h (4,4) = 0,dXl
(21)

(*Г\ 4  (х!н - х к) +  h  (4 +1, **) =  0.
иХ%

П р и м е р  9. Внешние итерации— по Ньютону и внутренние — 
по Зейделю. Запишем метод Ньютона для системы (2) в виде

F' (xft) (x*+1—хк) +F {хк) =0, (22)

dfi (*к)где F'(xk) = (йц), ау = ---------, i, / = 1, 2, ..  ., m. Для решенияdxj
системы линейных уравнений (22) воспользуемся методом Зейделя. 
Напомним (см. § 1 гл. 2), что для линейной системы

Aw+F = Q (23)

метод Зейделя строится следующим образом. Матрица А представ
ляется в виде суммы А = Л_+/)-|-Л+, где матрицы Л_, А+, D соот
ветственно нижняя треугольная, верхняя треугольная и диагональ
ная. Итерации метода Зейделя строятся по правилу

{A_+D)wa+l+ A +wa+F = 0, s = 0, 1, . . . , / ,  (24)

и система (24) решается путем обращения нижней треугольной 
матрицы A-A-D.

В случае системы (22) надо положить A = F'(xk), вычислить по
следовательно векторы ws согласно (24), начиная с w° = 0, и поло
жить wl+l = xk+l—хк, так что хк+> = xk-\-wI+l.

Заметим, что итерации по Зейделю можно осуществлять и от
носительно вектора х',+1.

Пусть в (24) совершается только одна итерация, т. е. 1 = 0. Тог
да, учитывая, что ш° = 0, wl = xk+l—хк, получим метод

(А_+£>) (xk+l—хк) + F  (**) = 0, (25)

где Л _ + 0  — «нижняя треугольная» часть матрицы Якоби (11), 
вычисленной при х= хк.

В частности, при т = 2 метод (25) принимает вид

(хки 4 ) (хк+1 -  4 ) +  h (хк, Хк) =  о,и

(А4) (4п -А + -&- (4 , А ( 4 м -  А +и А  А = о.дх\ дх2

(26)

Сопоставление (21) и (26) показывает, что методы, рассмот
ренные в двух последних примерах, не совпадают.
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Г Л А В А  6

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 1. Исходная задача и примеры численных методов ее решения

1. Постановка исходной задачи. Будем рассматривать задачу 
Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

=  t >  О, u(0) =  u<°> (1)
at

или, подробнее,

=  fi if, «1, «г, • • • , Um), t >  0, i =  1, 2, . . . , m, (2) 
at

щ (0) =  u f\  i — 1,2, . . .  , m. (3)

Хорошо известны условия, гарантирующие существование и 
единственность решения задачи Коши (см. [39, с. 49]). Предполо
жим, что функции fu t = l ,  2, . . . , т, непрерывны по всем аргумен
там в замкнутой области

D =  { \ t \ ^ a ,  | ut — ы10> | sg b, i =  1,2, . . . , т).

Из непрерывности функций следует их ограниченность, т. е. 
существование константы 0 такой, что всюду в D выполняются 
неравенства |Д| i= 1, 2, . . . , т.

Предположим, кроме того, что в D функции удовлетворяют 
условию Липшица по аргументам и{, и2, . . . ,  ит, т. е.

fi (t, Щ, U2, . . .  , и'т) — fi (t, Uu и2, , ит) I ^
L {| и[ — и[ I +  I и2 — и, I -f . . .  +  I ит— ит |}

для любых точек (/, ии . . . , ит) и (t, ии и2, . . . , ит) области D.
Если выполнены сформулированные выше предположения, то 

существует единственное решение
ui = ul (t), u2 = u2(t), . . . , um= u m(t)

системы (2), определенное при |/ | ^ / 0 = min(a, b/М) и принимаю
щее при  ̂= 0 заданные начальные значения (3).

При исследовании численных методов для задачи Коши будем 
заранее предполагать, что ее решение существует, единственно и 
обладает необходимыми свойствами гладкости.

2. Примеры численных методов. Существуют две группы чис
ленных методов решения задачи Коши: многошаговые разностные 
методы и методы Рунге — Кутта. Приведем примеры и поясним ос
новные понятия, возникающие при использовании численных мето
дов. Для простоты изложения будем рассматривать сейчас одно
214



уравнение
(4)- ±  =  f(t,u), / >  0, и (0) — ии.

a t

Введем по переменному t равномерную сетку с шагом т > 0 , т. е. 
рассмотрим множество точек

Шт= { t n = tix, п = 0, 1,2, . . .}.
Будем обозначать через u(t) точное решение задачи (4), а че

рез y n =  y ( t n) — приближенное решение. Заметим, что приближен
ное решение является сеточной функцией, т. е. определено только 
в точках сетки шг.

П р и м е р  1. Метод Эйлера. Уравнение (4) заменяется разност
ным уравнением

■П¥1~ Уп — f (t,i, уф =  0, я =  0, 1, 2, . .. , у0 =  и,. (5)т
Решение этого уравнения находится явным образом по рекур

рентной формуле
уп+1 = Уп+т/(t n, у„), п = 0, 1, . . . , у0 — ий.

При использовании приближенных методов основным является 
вопрос о сходимости. Понятие сходимости приближенного метода 
можно сформулировать по-разному. Применительно к разностным 
методам, к которым относится и метод Эйлера (5), наибольшее рас
пространение получило понятие сходимости при т—>-0. Оно означает 
следующее. Фиксируем точку t и построим последовательность 
сеток шт таких, что т—>-0 и tn = m  = t (тогда необходимо п->-оо). Го
ворят, что метод (5) сходится в точке t, если \уп— при 
т^О, tn = t.

Метод сходится на отрезке (0, Т\, если он сходится в каждой 
точке 1<= (0, Т].

Говорят, что метод имеет р-й порядок точности, если существует 
число р > 0 такое, что | уп—u(tn) | = 0 (%“) при т—̂0.

Получггм уравнение, которому удовлетворяет погрешность ме
тода z„ = уп—u(tn). Подставляя y n = zn-\-un в (5), получим

Znt-L ~~гп Г,, | ч игч-1~ип— / viii Мц “р %п) ' • (6)
т Т

Правую часть уравнения (6) можно представить в виде суммы 

где
.1 (!) Un + l Utl , г /, ч'ри — ---------------- Ь f (tn, ип),

т

фг?’ =  f  (tn, Un +  гп) — f (tn, Un).

Функция фгё1) называется невязкой или погрешностью аппрок
симации разностного уравнения (5) на решении исходного урав
нения (4). Видно, что невязка представляет собой результат подста-
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новки точного решения u = u(t) в левую часть разностного уравне
ния (5). Если бы приближенное решение уп совпадало с точным 
u(tn), то невязка равнялась бы нулю. Говорят, что разностный ме
тод аппроксимирует исходное дифференциальное уравнение, если 

при т-»-0. Разностный метод имеет р-й порядок аппрокси
мации, если г|)^ = 0 (т р). В дальнейшем будет показано, что при 
очень общих предположениях порядок точности разностного мето
да совпадает с порядком аппроксимации.

Функция
фп’=  f  (In, ип +  zn) — f  (in, ип)

обращается в нуль, если правая часть f не зависит от решения и. 
В общем случае > пропорциональна погрешности zn, так как по 
формуле конечных приращений имеем

ty[n = ^ - ( t n ,un +  ten)Zn, | 9 | < 1 .  ди
Порядок аппроксимации метода Эйлера (5) нетрудно найти, 

используя разложение по формуле Тейлора. Поскольку

=  +  т ) ,
т

то в силу уравнения (4)
фя1> =  — и’ (tn) +  /  (tn, u„) -f 0 (т) =  0 (т),

т. е. метод Эйлера имеет первый порядок аппроксимации. При вы
воде предполагалась ограниченность и" (t).

П р и м е р  2. Симметричная схема. Уравнение (4) заменяется 
разностным уравнением
Уп+,~  Уп _  ±  у  (/я> уп) +  f {in+i> yn+i)) =  Q> n =  0, i t . . .  , у0 =  и0ш (7) 

т 2
Данный метод более сложен в реализации, чем метод Эйлера

(5), так как новое значение yn+i определяется по найденному ра
нее Уп путем решения уравнения

Уп+1 0Дт/(^п+1) Уп +1) Fn,

где F„ = y„-Г0,5т/(<п, уп). По этой причине метод называется неяв
ным. Преимуществом метода (7) по сравнению с (5) является бо
лее высокий порядок точности.

Для невязки

ФД =  - +  ~ ( f  ( U Уп) +  /  (in,и УпЛ)

справедливо разложение

W  =  -  ип ~  7 и’п +  0  И  +  \ К  +  Un J  =

=  -  ип -  f 'и"п +  \  К  +  ип +  хи'п +  0  (**)).
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т. e.”’t|j<l1) = 0 (т2). Таким образом, метод (7) имеет второй порядок 
аппроксимации. Из результатов § 3 будет следовать, что он имеет 
и второй порядок точности.

Приведенные примеры представляют собой простейшие случаи 
разностных методов, или, как их еще называют, разностных схем. 
Методы Рунге — Кутта отличаются от разностных методов тем, что 
в них допускается вычисление правых частей f(t, и) не только в 
точках сетки, но и в некоторых промежуточных точках.

Пр и м ер 3. Метод Рунге — Кутта второго порядка точности. 
Предположим, что приближенное значение уп решения исходной 
задачи в момент t = tn уже известно. Для нахождения yn+i = y (tn+i) 
поступим следующим образом. Сначала, используя схему Эйлера

Уп. + '/г Уп
0,5т

— /  (tn, Уп), (8)

вычислим промежуточное значение уп+ч„ а затем 
разностным уравнением

Уп+1- У п
т

/ {tn +  0,5т, Уп+'л),

воспользуемся

(9)

из которого явным образом найдем искомое значение уп+1.
Для исследования невязки подставим промежуточное значение 

Уп+Чг=Уп + 0,5т/„, где /„ =  /(/„, уп), в уравнение (9). Тогда получим 
разностное уравнение

упп ~ yn _ f  +  0(5т> уп +  0|5т/п) =  0| (Ш)
т

невязка которого равна

+f( tn +  0,5т, ип +  0,5тf  (tn, ип)). (11)X
Имеем

^ .}.Г и1 =  и'п +  о,Ъхип +  0(т%

f  (tn +  0,5т, ип +  0,5т/ (tn, ип)) =  / (tn, ип) -f
df  (t„, u„) \

+  0,5t n) +  0,5т/(tn, ия) 1Упд'и a,~) = f ( t n, un) +  0,5t«;‘ 

так как в силу (4) справедливо равенство
сРи _  d f  . г df

~ d P ~  ~dt +  '  Л Г  ‘

Таким образом, метод (10) имеет второй порядок погрешности
аппроксим ации, = 0 ( т 2) ,  и в отличие от (7) является явным.

Реализация метода (10) в виде двух этапов (8), (9) называется 
методом предиктор — корректор (предсказывающе-исправляю- 
щим), поскольку на первом этапе (8) приближенное значение пред
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сказывается с невысокой точностью 0 (т), а на втором этапе (9) 
это предсказанное значение исправляется, так что результирующая 
погрешность имеет второй порядок по т.

Тот же самый метод (10) можно реализовать несколько иначе. 
А именно, сначала вычислим последовательно функции

ki = f (tn, у„), k2 = j(tn+ 0,5т, уп+ 0,5т*!),
а затем найдем уп+1 из уравнения (уп+1—yn)li = k2.

Такая форма реализации метода (10) называется методом Рун- 
ге — Кутта. Поскольку требуется вычислить две промежуточные 
функции, /г, и k2, данный метод относится к двухэтапным методам. 
В следующем параграфе будут рассмотрены более общие т-этап- 
ные методы Рунге — Кутта, позволяющие получить большую точ
ность.

§ 2. Методы Рунге — Кутта
1. Общая формулировка методов. Семейство методов второго 

порядка. По-прежнему рассматриваем задачу Коши для одного 
уравнения

^  =  f(t,u), i >  0, и (0) =  ы0. (1)
at

Явный m-этапный метод Рунге —Кутта состоит в следующем. 
Пусть решение yn = y{tu) уже известно. Задаются числовые коэф
фициенты а„ b, j, 1 = 2, 3, . . . ,  m, \ = 1, 2, . . . .  т—1, о„ £=1, 2, .. .
. . . ,  т, и последовательно вычисляются функции

ki =  / (tn, Уп), /?2 =  / (tn +  а2Т, у,г +  Ь21 Т&,),
К =  / (tn +  а3х, уп +  b3]Tkt +  b32т/е,),

К. =  / (tn + а„Д, Уп +bm]%kl +  bnl2lk 2 +  . . . +  b.n^xkm-i).
Затем из формулы

^Яг1~ -  =  Oikt (2)
Т I — 1

находится новое значение i/n+1 = i/(£n+1).
Коэффициенты аи b,h сн выбираются из соображений точности. 

Например, для того чтобы уравнение (2) аппроксимировало исход-
/П

мое уравнение (1), необходимо потребовать Отметим,
1=1

что методы Рунге — Кутта при т > 5 не используются.
Остановимся более подробно на отдельных методах. При т = 

= 1 получаем схему Эйлера, рассмотренную в примере 1 из пре
дыдущего параграфа. При т  = 2 получаем семейство методов

k, = f(t„, ул), kz = f( tn+a2т, уп+Ь21 т/г,),

//„-и =yn + l(o 1k,+Olk2).
(3)

Исследуем погрешность аппроксимации методов (3) в зависи
мости от выбора параметров. Исключая из последнего уравнения
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— -̂-— ==■■ o j  (tn, Уп) + Ozf (tn 4~ a.2X, Уп 4" 2̂1 Tf (tn, Уп))- (4)T
По определению погрешностью аппроксимации или невязкой 

метода (3) называется выражение

фпг) =  — — ---- - +  Gif (-«. “г) +  o j  (tn +  a2x, ua 4- b2J  (tn, un)), (5)
T

функции k, и k2, получаем

полученное заменой в (4) приближенного решения уп точным ре
шением un = u(tn).

Найдем порядок погрешности аппроксимации в предположении 
достаточной гладкости решения u(t) и функции f(t, и). Для этого 
разложим все величины, входящие в выражение (5), по формуле 
Тейлора в точке tn. Имеем

-n- l ~ Un =  и’ (tn) 4 -1 и  (tn) 4- О (т2),
т 2

f (tn +  а.2х, tin +  b2lrfn) = f n +  a2x +  b2lxfn +  О (т2),
dt да

где f„ = f ( tn, un), 
получим

—  — —  (tn, un). Далее, согласно уравнению (1),
ди да

,, d f  . d f  , d f  , d f  t  u — —  H— - u  =  —  +  — /• 
d t  d a  d t  d u

Поэтому
Ф„f =  — u’n 4- (ay +  cr2) fn 4-

+  t dfn(a2b2l — 0,5) fn ^ -  +  (оая2
да

- ° , 5)^ ]  4 -0 (т2). (6)

Отсюда видно, что методы (3) имеют первый порядок аппрок
симации, если Oi4-a2= 1.

Если же дополнительно потребовать o2a2 = o2b2i = 0,5, то полу
чим методы второго порядка аппроксимации. Таким образом, име
ется однопараметрическое семейство двухэтапных методов Рунге — 
Кутта второго порядка аппроксимации. Это семейство методов 
можно записать в виде

— — — =  (1 — о) f (tn, Уп) +  of (tn +  ах, у„. +  axf (tn, уп)), (7)х
где ста = 0,5.

В частности, при о=1, а = 0,5 получаем метод, рассмотренный 
в примере 3 предыдущего параграфа. При с = 0,5, а— 1 получаем 
другой метод второго порядка:

ki = f(tn, У г), k2 = f(tn+ х, уп + xk,), 
yn+i = y,+Q,5x(kl+k2).
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Двухэтапных методов третьего порядка аппроксимации не суще
ствует. Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть уравне
ние и' = и. Для него двухэтапный метод Рунге —Кутта (7) прини
мает вид

----------=  (14- хаа) уп

и погрешность аппроксимации равна

г^1’ = --- —— — 4- (1 4- таа) ип.
т

Разлагая по формуле Тейлора и учитывая, что и"' = и'' = и' = 
= и, получим

=  т (аа — 0,5) и — —  и (1„ 4- 9т), 0 ^  0 <  1.
6

Отсюда видно, что наивысший достижимый порядок аппроксима
ции равен двум.

Приведем примеры методов Рунге — Кутта более высокого по
рядка аппроксимации.

Метод третьего порядка:
K = f ( t n, y n), k2 =  f ( t n + j , Уп +  ,

К =  f(tn 4- т, уп—- т/4 4- 2xk2), 

Метод третьего порядка:

У пи — Уп =  ± ( k l + 4 k 2 +  k3).О

\kxk i = f  {tn, Уп), k2 =  f ^ n +  — , y n -  з

+  Уп +  Щ ,  УП+1 ~ - = j - ( k l +3k3). 
\ 3 3 1 т 4

Метод четвертого порядка:
Xkjh  =  f(tn,y,i), k2 =  f[tn +  — , уп . 2

: / (tn 4- j , yn 4- —  'j, k4 =  f (tn 4- t, yn 4- тк3), 

Уп¥у~ [,п =  - i  (ky +  ?.k2 4- 2k3 +  k,).
т 6

Метод четвертого порядка:

1̂ —  / (̂n, */n)> 2̂ — - /  4~ — , Уп 4------ 1

h  =  f ( t n A - - ,  y«.-\- ,

fe4 =  f(tn +  T, (/„ 4- xfe4 — 2xk2 4- 2xk3),
y. ^ - y« =  ±  {kl +  4k 3 +  k4) 

x  6
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Приведенные здесь методы являются частными случаями методов 
Рунге — Кутта третьего и четвертого порядков, рассмотренных по
дробнее в пп. 3 и 4.

2. Доказательство сходимости. Докажем, что методы Рунге — 
Кутта сходятся и порядок их точности совпадает с порядком ап
проксимации.

Выпишем уравнение, которому удовлетворяет погрешность zn = 
= уп—u(tn). Основное уравнение метода Рунге—Кутта имеет вид

К (y) =  f(tn,yn).
Подставим в левую часть уравнения (8) вместо г/, выражения 

ul+zl при l = n, п+ 1, а в правой части этого уравнения добавим и 
вычтем сумму

т

t—i

К  (и) =  / (fn, Un).
Тогда уравнение (8) примет вид

■2n" ~ Zn- =  №  +  '№,  
где

т,

(10)

(П)

(12)

есть по определению погрешность аппроксимации метода (8), (9) 
на решении исходной задачи (1) (невязка) и

пг
(13)i=l

Будем рассматривать (11) как уравнение для погрешности ме
тода. Оно выполняется для п = 0, 1, . . .  Поскольку начальные зна
чения г/0 задаются точно, у0 = и(0), величина z0 равна нулю. Будем 
считать, что задача (1) решается на ограниченном отрезке вре
мени 0<Lt-^iT, и, следовательно, при любых п и т  выполняется не
равенство tn = m ^ .T .
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Предположим, что в рассматриваемой области изменения пе
ременных (1, и) функция /(/, и) удовлетворяет условию Липшица 
по и с константой L, не зависящей от t. При этих предположениях 
оценим сначала функцию фф2’, а затем и решение 2„+1 уравнения
( И ) .

Из выражений (9), (10), используя условие Липшица, получим 

I h  (У) — h  (и) | ^  L уп — ип | +  ^  т I ьц I I ki (У) — ki (“) l̂ j .

1=2, 3, . . . .  т, | kl { y ) - k l (u) | г^Ь \у л- и п\.
Обозначим

п  =  | ki (у) — Mu) I, г =  1, 2, . . . .  т,
Ь =  шах |bii |, g =  L \yn — un\. (14)

Тогда согласно предыдущему неравенству будем иметь 
t-1

n < L b '2 } Tri -\-g, i — 2, 3, . . ., m, rt s^g,
f=l

или, что то же самое,
i

r -u rx ^L b ^x r j +  g, 1 =  0, 1, .. ,,m —1, r„ =  0. (15)
;=o

Л е м м а  1. Из неравенств (15) при Lbx> 0 следуют оценки
П <  p‘-1g, 1 =  1, 2, . . . ,  т, (16)

где р= l + Lbr.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценка (16) при 1=1 совпадает с оцен

кой (15) для 1 = 0. Пусть неравенство (16) выполнено для 1 = 
= 1, 2, . . . ,  k. Покажем, что оно выполнено и для ! = /г+1. Из (15) 
при i = k получим k

rk+ L^Lb^ Tr,- +  g.
/ —L

Согласно предположению индукции имеем
/= 1 , 2,

следовательно,

run <  {bin  2  р'-2 +  1 j  g =  [ibx +  l ) g  =  pkg, 

что и требовалось.
222



Оценим теперь функцию ф())\ определенную согласно (13). 
Из (14), (16) следует неравенство

П1 Ш
I С I  -< 2 1  и 1 ^ og 2  iJl“1 ^  аётРт~\

i--= 1 i î
где а =  max |сь|, р=1+1Ьт, g — L\ zn\.

Итак, окончательно имеем следующую оценку для ф')Ф

|ф«’ \ ^ a L m ( l  + Lbz)m-l \zn\. (17)
Таким образом, при возрастании погрешности |z„| величина 

|фа2) I растет не быстрее первой степени погрешности.
Теперь уже несложно оценить погрешность £„ = //„—u(tn). Из 

уравнения (11) имеем
= г п +  тф® +  тф»),

откуда, учитывая (17), получаем неравенство
\гПп | < ( 1  +  ат) |г„ | +  т | фф |, п =  0, 1 , . . . ,  (18)

где
а = а(т) =аЬт(\+ЬЬт)п~1. (19)

Заметим, что a (x)-^oLm при т->0. Если т ^ т а, то а ( т ) ^  
^o L m eLhi,n-l)x°, т. е. «(т) ограничена равномерно по т. В качест
ве т0 с большим загрублепием можно взять Т.

Из неравенства (18) следует оценка

I гп+11^(1 +  ост)'1+11 гч | +  У  т (1 +  а%)п~’ | ф'/> |, (20)
/=О

которую легко доказать по индукции.
Загрубляя оценку (20) и учитывая, что 20 = 0, получим

| гл+1 К  (я +  1) т (1 +  ил)п шах | фф | <  /Г1+1еа<'1 шах | ф9> |,

где /,,=/гт^У .
Таким образом,доказана
Т е о р е м а  1. Пусть правая часть уравнения (1) f(t, и) удо

влетворяет условию Липшица по второму аргументу с константой 
L. Пусть ф'Ц — невязка метода Рунге — Кутта (2), определенная 
согласно (12). Тогда для погрешности метода при пт^.Т справед
лива оценка

| уп — и (tn) | ^  Т еаТ шах \ф<?>|, (21)

где
a = oLm (1 -f Lb%)m_1, 

ст — шах |о;|, Ь =  шах \Ьц\.
2«0'<0п
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С л е д с т в и е .  Если метод Рунге — Кутта аппроксимирует ис
ходное уравнение, то он сходится при т-»-0, причем порядок точно
сти совпадает с порядком аппроксимации.

Доказательство этого утверждения сразу следует из оценки 
(21) и замечания о равномерной ограниченности а(т).

3 . М ет о д ы  т р е т ь е г о  п о р я д к а  т о ч н о с т и . П ри  р еш ен и и  о б ы к н о в ен н ы х  д и ф ф е 
р ен ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и й  ч а ст о  и с п о л ь зу ю т с я  м ето д ы  т р е т ь е г о  и ч е т в е р т о г о  п о р я д 
ка т о ч н о сти . П р и в е д е м  в ы в о д  т а к и х  м е т о д о в . С н а ч а л а  р а ссм о т р и м  т р ех эт а п н ы й  
м е т о д

ki =  /  ( /„ . Уп), 62 =  f(tn +  апт ,  уп +  blxxki),
63 =  /  ( tn  4" a 'JT > Уп 4" 4  632т 62) , (2 2 )

I/n +  l = ( / n + T ( ( J i £ i +  0262 +  0363).

В ы я сн и м , к ак и м  у сл о в и я м  д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  п а р а м ет р ы  at, Ьц, at д л я  
т о го , ч тобы  да н н ы й  м е т о д  и м ел  т р ет и й  п о р я д о к  а п п р о к си м а ц и и . П о гр еш н о ст ь  
а п п р о к си м а ц и и  м е т о д а  (2 2 ) д а е т с я  в ы р а ж ен и ем

1 — —  4  4  0262 4  0363 гт

k\ =  /  (tn, Un), kn =  f(tn 4  02-г, ип +  b,jXk  1) ,  

6 3  =  f (tn 4  03т ,  un +  b3ixkx + -  by/ik..)

(2 3 )

(2 4 )

и iin =  u(tn) —  р еш ен и е  и с х о д н о г о  у р а в н ен и я  ( 1 ) .
П р и м ен я я  р а з л о ж е н и е  п о  ф о р м у л е  Т е й л о р а  д л я  ф у н к ц и и  д в у х  п ер ем ен н ы х  

и у ч и ты в ая , что k\ =  f(tn, ип), п ол уч и м

62 =  /  4  02- Д  4  &21 Д / ц 4  у -  l°\fu 4  2a,b.Jfta +  b l f f au] 4  0 ( 4 ) .  (2 5 )

З д е с ь  зн а ч ен и я  ф у н к ц и и  f(t, и) и е е  ч астн ы х п р о и зв о д н ы х  б е р у т с я  при  / = / „ ,  
« = « п . Т о ч н о  так  ж е

63 =  f  4  аз Д  4  (631614  63262) Д  4

Н— 7̂  Ialftt 4  2а 3 (63161 + -  Ьззб,,) ftu + -  (b3Xkx -+  63262)2 fua 1 4  О (т3) .

П о д с т а в л я я  с ю д а

6l=/, б2 =  / + а2Т((+б21Ди + 0(хг),
п ол уч и м

63 =  f 4  х Ш 1 4  (6314  632) ffа\ 4  lalfи 4  2аз (63 14  632) ffta 4

4  ( 6 3 1 4  6 3 2 ) 2 }% u 4  2632а Д / и  4  26 32&2i /  Д ) 2] 4  О ( Д  • ( 2 6 )

Д а л е е ,  и з р а з л о ж е н и й  (2 4 )  —  (2 6 )  с л е д у е т

° i 6'i 4  0262 4  0363 =  ( o i  4  02 4  0з) f 4

4  т [ ( о 2а 2 4  0за з) ft 4  (026214  03 (6314  632) ffu\ 4

Н 1 (02а2 4  03а\) ftt +  2 Д а + л  4  0заз (631 4  632)) Д и 4

4  ((<Ji6221 4  03 (631 4  6,12 ) 2 )  П и и  4  2 о 3Ь32а 2/ ( / и 4  2a3b32b2Xf ( / и)г] 4  О ( Д )  • (2 7 )
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Получим теперь разложение по степеням т разностного отношения (un+i— 
—ц„)/г, входящего в выражение для погрешности аппроксимации (23). При этом 
учтем, что в силу уравнения ( 1 ) справедливы следующие соотношения:

u' =  f, U"=*ft +ffu,
U,"= ^, + 2ff,t, + /â ш +^^+/(^),. (28)

Тогда будем иметь

' =  “я +  2 “я +  е и" ^  °  =

= f +  ^ V t +  ffu) +  Utt +  Vftu +  Pfuu +  faft +  f (/„)*] +  О (+)•
Отсюда и из (27) получаем следующее разложение выражения для погреш

ности аппроксимации (2 3 ) :

^ 11 =  (^  +  0 2 + а 3 - 1) /  +

+  5J" ([2 (ога2 +  Оз^з) — 1] f t  +  [2 (02621+03 (631 +  63a)) — 1] / /„ }  +

"I {[3 (ооЦ̂  +  Ojd3) — 1 J ftt +  [ 6  (о-.а+л +  о3а3 (6 31 +  6 32)) — 2 ] f f tu +

+  [3 +  а 3  ( 6 3 1  +  6 32)2) —  П / 2/ ии +

+  (6 а36 3.2а2 -  1) f j t +  (6 0 3 6 3 3 6 2 1  -  !) f  (f u)2} +  О (+ ) .

Приравнивая нулю коэффициенты при т\ / = О, I, 2, получаем условия треть
его порядка аппроксимации:

Oi +  0 2  +  О3 =  1 ,
0 2 % +  о3а3 =  O2621  +  о3 (6 31 +  6 32) =  0,5,

ai a2 +  о3а3 =  О0О2621 +  а3а3 (6 31 +  6 32) =  0 2 б31 +  а3 (6 3] +  6 3 .)s =  — ,О
03632<22 = O3632621 — •

О

После проведения эквивалентных преобразований эту систему уравнений можно 
записать в более простом виде:

1 2 , 1  
0 2 а 2 +  о3а3 — , 0 3а2 +  а3а3 =  ,

а2 =  6 2 1, а3 — 631 +  6 32 , Оз632а2 =  , (29)о
о1—1—02—03, 03̂ =0,

Исключим с помощью (29) из выражений (22) коэффициенты btj. Тогда получим 
метод

*1 =  / (<„. Уя). =  / (/„ +  а2т, !/л +  “aX*i),
/ т (6, — &,) \

*3 =  /  ^я +  аэТ, Уп +  O&h +  ---- 1 , (30)

Я̂+1
=  01& 1 +  о2 6 2 +  о36 3, Oi =  1 — 0 2  — 0 ;ь
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который имеет третий порядок аппроксимации при условиях

о2я2 +  • ° 2а 2 "Ь а*а1 ~  • °з Ф  0, До ф  0. (31)

Таким образом, в общем случае существует двухпараметрическое семейство 
трехэтапных методов Рунге— Кутта, имеющих третий порядок аппроксимации. 
Задавая а2 и а3 в качестве свободных параметров, получим из (31)

а2 =

\_

3
Д2 (аэ — Ф) о3 = 3 2 <h

°s (аз — ° 2)
(32)

Кроме того, система (31) имеет два однопараметрических семейства реше
ний, определяемых условиями

Й2
2

=  а3 =  з ,
3

о 2 +  а 3 =  —- , а 3 Ф  0 ,
4

(33)

2

I ’

с? II О

3
о 2 =  —  , о3ф 0  л ю б о е .

4
(34)

1
Например, полагая а2 =  — , а з = 1 , получим из (30), (32) следующий метод 

третьего порядка аппроксимации:

К  =  f (*п> Уп)< k* =  f ( t n +  - , y n +  -  kij  ,

h  =  / ( /„  +  "с, У„— т ^ + г т А а ) , (35)

Уп+1 Уп 1 . . . .  . . .
--------------=  ~Г (&1 +  4йо +  кг).

т 6

4. Методы четвертого порядка точности. Рассмотрим теперь четырехэтапный 
метод

* 1  — /  Уп) • ka =  f ( t n +  а2х, уп +  bjiTfei), 

k3 = f (ln +  пзТ, уп + b3it*i +  632т*2).
(36)

кк — f (*п “Н а4т > Уп +  k4ll k l +  bi2ikn ~f- bwiks),

*/nt-i =  */n+T((Tift| +<T2fe2 +  (T3fei +  (Tifti),

Погрешность аппроксимации метода (36) равна по определению

Ф„ * =  —  ~ +  Oikj +  о2к2 +  а3*3 o4k4, (37)

где функции k{, 1 = 1 , 2, 3, 4, получаются из (36) путем замены у„  на точное ре
шение U n = U ( f n ) .

Чтобы построить схемы четвертого порядка аппроксимации, необходимо раз
ложить функции, входящие в (37), по формуле Тейлора до величин третьего по
рядка по т включительно и приравнять нулю коэффициенты при степенях т п, 
п =  0, 1, 2, 3. Необходимо при этом учесть соотношения (28) и аналогичное вы
ражение для ul v . Опуская выкладки, приведем систему уравнений, которой долж
ны удовлетворять коэффициенты метода (36) для того, чтобы данный метод
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им ел четвертый порядок аппроксимации: 

<Д +  Ог +  °з +  04 = 1.
(38)

b-2i =  о,, Ьзх +  6 32 — а̂ , bn +  * 42 -f- *43 =  0 4>

<t2^2 +  о 3а3 а4о4 —  ̂ >

о,а\ +  а3а:; +  а4а* =  у  , (39)

а2а* +  а аа* +  а4а* =  у  ;

(оз&зг +  0 46 1г) а2 +  о4Ь43а3 =  —  ,
о

(а36 32 +  а4Ь42) а\  +  <т4&43а | =  ^  , (40)

а3Ьз2а2а3 -f- о4*42о2а4 -|- а4й43з3а4 =  — ;О

04*43*з2а2 =  7Г. • (41)

Система (38) — (41) состоит из одиннадцати уравнений и содержит тринад
цать неизвестных. Выберем в качестве независимых параметров неизвестные а2 
и а3 и выразим остальные величины через эти неизвестные.

Для этого сначала разрешим группу уравнений (39) относительно перемен
ных <т2, cr-j. сг4. Определитель б этой системы

6 = а2 а3а4 (а3—а2) (а4 —<h) (а4—а3) . (42)

Это означает, что мы не рассматриваем значения параметров а2, а3, at, удовлет
воряющие хотя бы одному из условий

02=0, а3=0, а4=0, а2= а 3, а2=о4, а3= а4.
Заметим сразу же, что а2ф 0, ст4 =И=0 согласно (41).

Предположим, что 8=4=0. Случай 6  =  0 будет рассмотрен позже. 
При 8 ф 0 система (39) имеет следующее решение:

_  6 а3а4 — 4 ^  — 4 0 4  +  3
* 12а2(а3 —о2)(а4 —а2)

6а2а4 — 402 — 4а4 ~f- 3 
12о3 (а3 — а2) (о4 — а3) * 

6о2о3 — 4д2 — 4о3 -f- 3 

12а4 (а4 — а2) (а4 — 03)
Точно так же, решая систему (40), получим 

4а4 — 3
офзз =

<74*42 = 

0 4*43 =

, 24oa (о4 — о3) ’

__2 ( 1  — 2 аа) (а4 — аз) — (3 — 4йз) (а3 — а2)
24 (о3 — оа) (о4 — а3) а2

1 — 2 а2 

1 2  (а3 — а,) а3

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)
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Учтем теперь соотношение (41). Прежде всего заметим, что Сз¥=0.  Действи
тельно, при о 3= 0  из (44) и (46) получаем

3о4 = — , о2 =  О,
4

но в силу (41) имеем а2ФО. Таким образом, уравнение (41) эквивалентно урав
нению

(0 3 6 3 2 ) (о А з) а2— 2 4  ‘

Подставляя сюда выражения для 0 3 6 3 2 , 0 4 6 4 3 , сг3 из (44), (46), (48) и приводя 
подобные члены, получим уравнение а2 ( 1—<24) = 0 , из которого следует, что а4=  1 .

Таким образом, при 6=^=0 система (38) — (41) имеет следующее двухпарамет
рическое семейство решений:

1 2 о3 — 1@А ~~~ 1 I С? - 11 |
1 2 fl2 (as - f l , ) ( l - f l 1)

_____ — 1________
° 3 1 2 о3 (а3 — а2) (1  — а3)

6й2̂ з — 4оо — 4̂ 3 —}- 3
° 4 =  1 2 ( 1  — Оо) (1  — а3) ’

4 Оу— о2 — 5п3 2
642 =  — ------------------------ ’

24а4а2 (а3 — а2) (•— аз)
1 — 2а2

4̂3 =  Г •
1 2 о 4о 3 (а3 — а2)

641 =  I -- 642 -- 643,
631 = 02 — 6з-2,
621 - о2,
Oj =  1 — о2 — О3 — о4.

Здесь, как уже отмечалось, о 3 ¥=0, а 4 ^=0, т. е. а2 =т^0,5, 6 а2а3— 4а2—4а3Ч -3 # 0 .  
Приведенное выше решение справедливо при 6=^=0, т. е. когда параметры а2, 0 3 , 0 4  
удовлетворяют условиям

а (Ф 0, i = 2 ,  3, 4, агф а г, агф а 4, а3ф а 4.

Рассмотрим систему (38) — (41) при тех значениях параметров о2, о3, о4, 
когда 6  =  0. При о2= 0  система не имеет решения вследствие (41). При о3= 0 
система (40) принимает вид

(0 3 6 3 2  +  0 4 6 4 2 ) а2 =  +  ° А » )  “а =  "{г ’ (49)

1
a4a«a4bi2 — »

О

откуда следует, что "Г
и

и

а3632 +  04642 - —О (50)
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Далее, система (39) при а2 =  —  , а3= 0 принимает вид

4
0а +  2<т4я4  =  1, 0а +  4о4а4 =  — , а2 +  8 а4а4 =  2

1

и имеет единственное решение

а4 =  1 , Oj - : 04 = '

Подставляя эти значения а4, а2, а4 и 0 2 =  — в уравнения (49), (50), получаем

А 1*42 — „ I *in =
Кроме того, из (41) имеем

* 4 3  1 *
1

24а46з202

1 2 о3 

= 6а3.

Таким образом, система (38) имеет следующее семейство решений, завися
щее от параметра сг3 ^=0 :

1
а 3 =  0 ,0 2  =

2 ’
0 4  =

2 1
0 2  = 0 4  =  —

3 6

*32 =
1 3

12а3
» &42

_  2  ’

*41 =
1

_  2  ‘
—  6 а 3 | *31 1 -

1
1 2 о , ' ’ Ьа1 = 2 ’ 0 1  =  6 _ ° Э-

Точно так же при условии а2= а 3 система (38) — (41) имеет решение

а2 — Оз — , 04 — 1,

0 2  = —  —  0 3 ,1 0 4  —
3 6

1
^Э-2 =

6 а 3
*42 =  1 —  З а 3 , *43 =  З а 3 ,

и 0 ,  * 3 i
1 1

*21 =
1 1

Ст1=7° 4 \  —
2 6 а 3 ’ “  2  *

зависящее от параметра а3 =5̂ 0 . 
При а2 = а 4 имеем решение

а2 — 04 — If «3 — „ I  02 — _ — 04 > 0з — „ I 
2  о о

1 1 1
032 —  _ . *42 —  —  ,  643 —  -8 6а4 За4

1 3
*41 —  1 —  -  .  *31 =  „  I *21 —  U6а4 8

01 =

зависящее от параметра с^фО.
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О п р е д е л и т е л ь  б  о б р а щ а е т с я  в н ул ь  ещ е  в д в у х  с л у ч а я х : при а 4= 0  и a3=-at.
О к а зы в а ет ся , что в эти х  с л у ч а я х  си с т е м а  ( 3 8 ) — (4 1 )  н е и м еет  р еш ен и я . П у с т ь , 

н а п р и м ер , а 4 =  0 . Т о г д а  и з п ер в ы х  д в у х  у р а в н ен и й  си ст ем ы  (3 9 )  п ол уч и м

3 а* — 2 2 — 3 а,
0 > == , О з ,

6а2(а3 — а2)  ̂ 6а3(а3 — а2)
П р  и эт о м  п о с л е д н е е  у р а в н е н и е  си ст ем ы  (3 9 )  п р и в о д и т  к у с л о в и ю

6 д2̂ з—4д2—4а3+ 3  =  0. (51)

А н а л о г и ч н о  н а х о д и м , что си ст ем а  ( 4 0 ) ,  (4 1 )  р а зр еш и м а  о т н о си т ел ь н о  Ь32, & «, 
bt3 т о л ь к о  при  у сл о в и и

6 Д2 Д3— 6  й2—4а3+ 3  =  0. (52)

И з  ( 5 1 ) ,  (5 2 )  н а х о д и м  а2—0 , ч т о  н е в о з м о ж н о  в с и л у  ( 4 1 ) .  Т оч н о  т а к  ж е  д о 
к а зы в а е т с я , ч то  н е с у щ е с т в у е т  р еш ен и й  с  аг—а4.

§ 3. Многошаговые разностные методы 

1. Формулировка методов. Для решения задачи Коши

^  =  / М ) .  ^ > 0 . w(0) =  uo (1)
at

введем сетку
(Щ={Д=«т, гс=0, 1, . . .}

с постоянным шагом т > 0 . Обозначим через yn = y (tn), f„ — 
= f( tn, у„) функции, определенные на сетке сот. Линейным т-шаго- 
вым разностным методом называется система разностных урав
нений

аяУп +  а1Уп-1 +  • • • +  атУ/1-п ■ — +  &1Д- 1  +  . . ■ +  bmfn- (2)

п = т, т + 1, . . . ,
где а,„ bh — числовые коэффициенты, не зависящие от п, k = 0, 1, .. .  
. . . ,  т, причем а„Ф0.

Уравнение (2) следует рассматривать как рекуррентное соот
ношение, выражающее новое значение yn = y (tn) через найденные 
ранее значения уп- 2, . . . ,  уп- т.

Расчет начинается с п = т, т. е. с уравнения
°о Ут +  а1Ут- 1 +  • • • +  атУп

х =  b0f m +  b i / m - i  +  . . .  +  b j 0.

Отсюда видно, что для начала расчета необходимо задать т на
чальных значений у0, у и ym- t■ Значение у0 определяется исход
ной задачей (1), а именно полагают у0 = и0. Величины уи у2, . . .  
. . . , t/m_, можно вычислить, например, с помощью метода Рунге — 
Кутта. В дальнейш ем  будем предполагать, что начальные значе
ния г/0, уи . . . ,  ym- t заданы.

Из уравнения (2) видно, что в отличие от методов Рунге — 
Кутта многошаговые разностные методы допускают вычисление 
правых частей только в точках основной сетки cot.
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Метод (2) называется явным, если Ьа = 0, и, следовательно, ис
комое значение уп выражается явным образом через предыдущие 
значения уп- и г/„_2, . . . ,  уп- т. В противном случае (т. е. когда Ь,Ф 
=ф0) метод называется неявным. Тогда для нахождения уп прихо
дится решать нелинейное уравнение

Уп b j  (tn, Уп) =  F [Уп-!, Уп-2> • ■ ■ » Уп-tn],т
где

т а
F [Уп-lt У я—2, . • Уп-т\ —= ^  \bkfn-k Уп—kj •

Обычно это уравнение решают методом Ньютона, выбирая на
чальное приближение у(л0) равным z/„_(.

Заметим, что коэффициенты уравнения (2) определены с точ
ностью до множителя. Чтобы устранить этот произвол, будем счи
тать, что выполнено условие

2  ^ 1 ’ (3)
4 = 0

означающее, что правая часть разностного уравнения (2) аппрок
симирует правую часть дифференциального уравнения (1).

В практике вычислений наибольшее распространение получили 
методы Адамса, которые представляют собой частный случай мно
гошаговых методов (2), когда производная u'(t) аппроксимиру
ется только по двум точкам, tn и tn- lt т. е.

а0 =  —iii = 1, а*=0, k = 2, 3 , __ т.
Таким образом, методы Адамса имеют вид

Уп-Уп-i £  и *------------ =  У bkfn-ь. (4)
т О

В случае Ь0 = 0 методы Адамса называются явными, в случае 
Ь0ФО — неявными.

При изучении разностных методов (2) мы рассмотрим прежде 
всего, как влияет выбор коэффициентов ак, bk на погрешность ап
проксимации, а затем исследуем тесно связанные между собой 
вопросы устойчивости и сходимости.

2. Погрешность аппроксимации многошаговых методов. По
грешностью аппроксимации на решении или невязкой разностного 
метода (2) называется функция

,п m

== — 2  v  u,i~k +  2  ^  (*«-*» Un-k <5)
k = О 4 = 0

получающаяся в результате подстановки точного решения u(t) 
дифференциальной задачи (1) в разностное уравнение (2).

231



Выясним вопрос о порядке погрешности аппроксимации при 
т->-0 в зависимости от выбора коэффициентов ak,b h,k  = 0, т.
Будем предполагать при этом, что все рассматриваемые функции 
обладают необходимой гладкостью.

Разлагая функции un-h= u{tn—kx) в точке t = tn по формуле 
Тейлора, получим

Hfl—k
Р

2
(~kx)У/) (/„) 

л +  о

f  (tn-k, Un-k) = W (tn — kx) =
P- 1 (— kx)1 u{Ul) (tn)

/=0 11 0(xp), k =  1,2, . .. , m.

Подставляя эти разложения в выражение (5) для погрешности аш 
проксимации, будем иметь

kT)luil)(tn)k—Q \l= О l\ +

+  2 bkk=Q

£  ( ~ k x ) l u!l+^ ( tn) 

1 = 0
l\ +  о (xp) =

J=0
“k
T

( -  kx)1 u«> (tn)

l\
p / tn

+  2  2 ^
/=1 \k=0

+

( -  kx)1- 1 a ( t n) 
( l -  1) !

+  О  (tp).

После очевидных преобразований приходим к разложению 

♦ « =  — ^ 2  +

+  2 f s ( - « “ h T + M ) - ^ r  +  0 w -  (б)l=l\k=0 ' J '
Отсюда видно, что погрешность аппроксимации имеет порядок р, 
если выполнены условия

т
S«fc =  0, (7)
ft=Q

т
^  kU (kak +  tbk) =  0, l =  1, 2____ p. (8)
fe=o

Вместе с условием нормировки (3) уравнения (7), (8) образу
ют систему из р+2 линейных алгебраических уравнений относи
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тельно 2(m+l )  неизвестных
dot di, ■ • • , ^mi Ьц, Ь ,, • • • t Ьт.

Можно несколько упростить эту систему. А именно, рассмотрим 
уравнение (8) при 1=1,

т т

2  b.dk +  у  b k = о
k=o k=o

и учтем условие нормировки (3). Тогда получим уравнение
т

^  /гаА =  — 1.
k=0

Окончательно получаем систему уравнений
т

^ k a k =  — 1, (9>
к=1

т

2  k‘-1(kak +  lbk) =  0, 1 =  2,3, . . .  1 р,
Ь=1

которая содержит р уравнений и 2т неизвестных аи а2, . . . ,  ат, 
Ьи Ьг, . . ., Ьт. Коэффициенты а„ и Ьа вычисляются по формулам

т т

а0 =  — 2  а*. Ьо =  1 — 0°)
k=i k=i

Для того чтобы система (9) не была переопределена, необхо
димо потребовать, чтобы р^.2т . Это требование означает, что 
порядок аппроксимации линейных т-шаговых разностных мето
дов не может превосходить 2т.

Итак, наивысший достижимый порядок аппроксимации неяв
ных m-шаговых методов равен 2т, а явных — 2т—1.

Заметим, что если в системе (8) отбросить последние п урав
нений, п=  1, 2, . . . ,  р—1, то получим условия, обеспечивающие по
рядок аппроксимации р—п.

Для методов Адамса (4) условия р-го порядка аппроксимации 
(9) принимают вид

т т

kl~ % =  1, 1 =  2,3, . . . .  р, Ь0 =  1 ~ 2 Ь м .  (И)
A=i fe=l

Отсюда видно, что наивысший порядок аппроксимации т-ша- 
гового метода Адамса равен m +1, а наивысший порядок аппрок
симаций явного метода Адамса (Ь0= 0) равен т.

3. Устойчивость и сходимость разностных методов. Оказыва
ется, что методы наивысшего порядка аппроксимации практиче
ски непригодны для расчетов, так как они неустойчивы. Подробно 
вопросы устойчивости и сходимости разностных методов будут
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рассмотрены в следующем параграфе, а сейчас ограничимся изло
жением самых необходимых сведений.

Рассмотрим наряду с (2) однородное разностное уравнение
а0ип+ а 1уп- 1+ . • • + ama„_m = 0, п = т, т + 1, . . . .  (12)

и будем искать решения уравнения (12), имеющие вид un = qn, где 
q — число, подлежащее определению. Тогда для нахождения q 
получаем уравнение

a0qm+alqm~'+ . . .  + am_,p+am = 0, (13)
которое называется характеристическим уравнением разностного 
метода (2).

Говорят, что метод (2) удовлетворяет условию корней, если 
все корни qu q2, . . . ,  qm характеристического уравнения (13) лежат 
внутри или на границе единичного круга комплексной плоскости, 
причем на границе единичного круга нет кратных корней. Разно
стный метод (2), удовлетворяющий условию корней, называют 
устойчивым методом. Существует определенное ограничение на 
порядок аппроксимации устойчивого метода. Приведем без дока
зательства следующее утверждение.

Пусть метод (2) удовлетворяет условию корней и имеет поря
док аппроксимации р. Тогда р^пг+ 1 при пг нечетном и р ^ ш + 2  
при m четном. Для явных m-шаговых устойчивых методов порядок 
аппроксимации не превосходит т.

В § 4 будет доказана следующая теорема о связи между устой
чивостью и сходимостью разностного метода (2) (см. теорему 2 
из § 4).

Пусть метод (2) удовлетворяет условию корней и \fu(t, и) \^ .L  
при 0^t-<cT. Тогда при m x ^ t n= nx^.T , п ^ п г  и всех достаточно 
малых т выполнена оценка

\ У п  —  и((п) \ ^ М (  max \yi —  u (tj)\+  max | ф * | ) ,  Г  (14)

где — погрешность аппроксимации, г/j—н(^), /= 0 , 1, . . . ,  т —1— 
погрешности в задании начальных условий и М — константа, зави
сящая от L, Т и не зависящая от п.

Из оценки (14) следует, что если начальные погрешности 
ys—u(tj), / = 0, 1, . . . ,  m—1, и погрешность аппроксимации xpft, k = 
=  0, 1, . . . ,  n—m, являются величинами 0 (х р), р > 0, то и 
yn—u(tn) = 0 ( хр) при п ^ п г , т. е. метод сходится и имеет р-й поря
док точности.

Таким образом, исследование сходимости метода (2) сводится 
к анализу погрешности аппроксимации и проверке условия корней.

Заметим, что методы Адамса
и — и m
п п~1 =  У  bkf(tn_k, yn_k)

Х k=o
всегда удовлетворяют условию корней, так как для них а0 =  — at = 
=  1, т. е. <7 =  9,=  !.
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Простым примером метода, не удовлетворяющего условию кор 
ней, является явный двухшаговый метод

Уп “Ь  ^Уп-1 ^Уп- 2 п- 1 ~ Т  / п-г
6т 3 *

имеющий третий порядок аппроксимации.
4. Примеры многошаговых разностных методов. Наивысший 

порядок аппроксимации явных m-шаговых методов Адамса

— - - - — =  ^ i / n - i  4"  b2fn-2 +  . . .  +  bmfn-m ( 15)

равен m. Согласно (11) условия т-го порядка аппроксимации 
имеют вид

т
2 ^  =  7 -  1 = 1 ,2 ......... т. (16)
k—l

Решая систему (16), можно найти коэффициенты метода наивыс
шего порядка (15), (16) при каждом конкретном т. Так, при т=1  
получаем метод Эйлера

Уп Уп- 1  f—  /  л - 1.

При /и =  2, 3, 4, 5 получаем соответственно следующие методы 
m-го порядка аппроксимации:

Уп — Уп- 1  _  з  - * с т  —  п
т 2 2

— ^  ( 23/ л- 1 -  16 /л -2  +  5 /л -а ), /я  =  3 ,
Т 12

- п~ Уп' 1 =  -  (55/л_1 -  59/„_2 +  3 7/л-з -  9/л- 4), m =  4,
т 24

— = ^ ( 1 9 0 1 / „ _ 1 -  2774/л-а +  2616/„_з —

— 1274/„_4 +  251/л-в), т =  5.

Для неявных m-шаговых методов Адамса

— ---- =  ̂ о/л +  (т/л-1 +  . . .  +  bmfп—т (17)т
наивысший порядок аппроксимации равен т + 1. Коэффициенты 
метода (17) наивысшего порядка находятся из системы (11) с р = 
=  т+ 1 . При т = 1  получаем метод второго порядка аппроксима
ции

Уп — Уп-1 
т — ~  (/л +  /л-ij, Р =  2,
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«п -  Уп-г =  J _  (5/д  +  8 / д 1  _  f r_iU 3t
т 12

— —  =  д т  (9/п +  1 9 /^  -  5/ п_2 +  / п_3), р =  4,
т 24

-Уп~ Уг1-1 =  JL (251 /„ + 6 4 6 ^  -  264/п-2 +  1 06/я-з -  1 9/ я_4), р =  5.
т 720

н а зы в а е м ы й  м е т о д о м  т р а п е ц и й .  П р и  т  =  2, 3, 4  п о л у ч а е м  с о о т в е т 
ст в ен н о  с л е д у ю щ и е  м е т о д ы  ( т + 1 ) - г о  п о р я д к а  а п п р о к с и м а ц и и :

Выписанные выше неявные методы содержат искомое значение 
нелинейно, поэтому для их реализации необходимо применять ите
рационные методы. Например, для неявного метода Адамса четвер
того порядка используется итерационный метод
y(S-l-l) — „

-■ т ' ^ ’) +

+  1 9 /  ( / „ - ! ,  р „ _ , )  —  5 /  У п - 2) +  /  ( i n - з , Р я - з ) ) ,  ( 1 8 )

где s —номер итерации, s = 0, 1, . . .  В качестве начального значе
ния рп0) можно взять решение, полученное с помощью явного ме
тода Адамса третьего порядка, т. е. метода

— U 1
" ' t  "-1 =  ^  (23/ (/„-!, Ря-Л -  16/ (/я-2, р„_2) +  5/ Ря-з)). (19)

Записывая (18) в виде

=  Уп)) +  Р>О

получаем, что если д£
ду

^ М ,  то итерационный метод сходится
ЗтМ , ,при условии----- <  1, которое выполнено при достаточно малом т.

8
Если в (18) ограничиться только одной итерацией s =  0, то по

лучим метод, называемый методом предиктор — корректор (пред- 
сказывающе-исправляющий).

§ 4. Сходимость и оценка погрешности 
многошагового разностного метода*)

1. Уравнение для погрешности. Для задачи Коши

~  ), / > 0 ,  U(0)=:Uo (1)
at

*) При первом чтении этот параграф можно опустить.
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рассмотрим m-шаговый разностный метод

-------------------------------------------' =  bJ  (fn, Уп) +т
+  bif (tn- 1, Уп-1) +  • • • +  b,nf (t n-m, Уп-т), (2)

где n = m ,  m +  1 , . . . ,  заданы начальные значения y 0, y u . . . ,
В настоящем параграфе выясняются условия, при которых схо

дится метод (2) и даются оценки погрешности z„ = y„—u ( t n) в лю
бой момент времени t n = n x ,  п ^ т ,  через начальные погрешности
20) z , ........ z m- t и через погрешность аппроксимации.

Получим уравнение, которому удовлетворяет погрешность z n — 
= yn—u(tn) . Подставляя в левую часть уравнения (2) вместо у, 
выражения u ( t j ) + Z j ,  j  = n ,  п — 1 , . . . ,  п — т ,  получим
°0гг, +  а1гя- 1  +  • • • +  атгп-т _ __ а0ип +  а1ип- 1  +  • ■ ■ +  атип-т _j_

Т  Т

-f" bJ  (/ft, Уп) +  bi f  (tn-i, Уп—i) “h • • • “Ь bmf (tn-mi Уп—'п)»

Далее, добавим к правой части этого уравнения и вычтем из нее 
выражение

b 0f { t n, и п) + b , f + b mf { t  

Тогда уравнение для погрешности примет вид
+  - • ■ • + атгп-т-----------------------------------=  фл-т

a — m i О-

+  ф п - т , (3)

п = т, т + 1,....
где через ф„_т обозначена погрешность аппроксимации

аоип 4“ a i^ n —1 +  +  а тУп—т ,
Yrt-rrt--- -------------------------------------------------------- Гт

+  b 0f  {tn, U-n) +  b J  (tn-1, un-1) +  . . . +  bmf  (tn-  tn$ U-n-tn) (4)

и через фп—m — функция
фл-m =  Ьа (f (tn, Уп) f  ( in ,  Un)) “b b i  (f,((n-1, У п -1) —  /  ( h - i ,  Un-i)) +  . .  •

. . . b m (f (tn-m, У п-т ) f  (t (5)
Погрешность аппроксимации фп_т оценивалась в п. 2 § 3, где 

были найдены условия p-то порядка аппроксимации. В частности, 
при выполнении этих условий фп_т-»-0 при т-»-0.

Функция ф„_т, входящая в правую часть уравнения (3), зави
сит нелинейно от погрешности zh j= n, п—1, . . . ,  п—ш. Вид нели
нейности определяется функцией f(t,  и). В дальнейшем будем 
предполагать, что f(t ,  и) удовлетворяет условию Липшица по вто
рому аргументу, т. е.

\ f ( t ,  u j —fit, и2) I ^ L \ u — и2\ (6)

для всех t, и,, иг из рассматриваемой области. Тогда из (5) следует,
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что для функции ср„-т выполнена оценка

| фл-т| ^~bL( |z„ | +  | Zn-! | I 2n-m+l | +  | Zn-m | ) , (7)

где b = max ( | b01, 1 1 , . . . ,  | bm | ).
В дальнейшем будет получена оценка решения z„ уравнения (3) 

через z0, Z\, . . . ,  zm- t и \pjt j = О, 1 , , n— m, из которой будет сле
довать сходимость метода (2). Предварительно нам потребуются 
некоторые сведения из теории разностных уравнений.

2. Однородное разностное уравнение с постоянными коэффи
циентами. Частные решения. Рассмотрим разностное уравнение

a0vn+alv„-,+. . . +amv„-m = 0, n =  m, m + 1, . . . .  (8)

коэффициенты которого а0, at, . . . ,  ат не зависят от п.
Будем искать частные решения уравнения (8), имеющие вид 

vn = q", где <7 — число, подлежащее определению. Подставляя 
vn- h=qn-h, k = Q, 1, . . . ,  т, в (8) и сокращая на qn~m, получим урав
нение

a,qm+alqm- 1+ ... .+ a m-iq+am=Q, (9)

которое называется характеристическим уравнением, соответству
ющим разностному уравнению (8). Многочлен

F (q) =fl0<7m+ a 1<7m_1+ ...  +am- tq+am (10)

называется характеристическим многочленом разностного уравне
ния (8).

Таким образом, разностное уравнение (8) имеет решение qn 
тогда и только тогда, когда q является корнем характеристическо
го уравнения (10). Более того, если корень q имеет кратность г 2̂  
2>sl, то разностное уравнение (8) имеет частные решения vn = rii7", 
7 = 0, 1 ,----г—1.

Докажем последнее утверждение. Подставляя о „ _ * = ( п —k) lqn~h в (8 ) и 
сокращая на <7 n-m , получаем уравнение

2  a k q m ~ k  ( л  -  к ) 1 =  0 ,  ( 1 1 )

k-Q
которое при / = 0  совпадает с характеристическим уравнением (9). Представим 
многочлен т

2  akqm~k (П -  к)' ( 1 2 )
k~Q

в виде линейной комбинации характеристического многочлена ( 1 0 ) и его произ- 
водных FW(q), i =  1 , 2 , . . . ,  / — 1.

Для этого воспользуемся сначала разложением по формуле бинома Ньютона,

/
(п — k)! =  [(л — т) +  (т — к)]' =  2  с / (п ~  тУ (т — k)'~l,

1=0
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т I
2  ak (n — k)fqm~k =  2  Су (л — т)1 Fу_, (?). (13)
А=о 1=о

где т
FM  (?) =  ^  -  *)/_i V ”- *- / =  0, 1, . . .  , /, (14)

/е=о
причем Fofa) 5 3 ^ ( 0 ).

Далее, обозначим 2 = т —k, / , - 1(2 ) = 2 j~* и запишем многочлен F j_ i(0 ) 
в виде

т
р н  (?) =  2  U-i  (*) at sm~k.

k=o
Интерполируем функцию f j- i (z)  алгебраическим многочленом степени j—I 

по узлам 2 , =  «, 1= 0 , 1, j—I. В данном случае погрешность интерполяции
тождественно равна нулю, так как f t - i (z)  =  z ’~ l — многочлен степени /—I. 
Поэтому согласно интерполяционной формуле Ньютона имеем

Н
fj-l  (г) =  //_ / (z0) +  2  fi-l  (zo- 2 i> ■ ■ < гд (г — го) ■ • ■ (г — г L),

i=i
где fi-i(Za, zi) — разделенная разность (-го порядка функции z>~‘, построен
ная по узлам za= а , а = 0 ,  1, £. При l < j  имеем f } - !(z0) = z F~t = 0  и

М
f i - l  (г) =  2 ^Ы (г°.......... г() (z — г0) (г — Z ..J .

( = 1

Подставляя сюда г = т —k, получим при K j  
i-i

(m — Л)м  = 2 / / - /  (го.......... *,) (т — k) (т — k — 1) . . .  (m — k — (г — 1)).
l = i

где Су =  ^  - * -- , Су =  1. Тогда получим

И т а к .
/-<

F(-i'(qY= 2  k 2  di./-t(m — ® (m ~ k ~  0  • • •  (m — k — (t — l ) ) ,
A=o i—l

( = 0, l , . . . .  7— 1 .

г д е  о б о з н а ч е н о  (f(, j _ i = ^ _ i ( Z o ,  z b . . . ,  z ( ) ,
С  д р у г о й  ст о р о н ы , д л я  п р о и зв о д н ы х  F(l,(q) м н о г о ч л ен а  (1 0 )  и м еем

(1 5 )

qlF«> (?) = ' 2  (m — k)(m — k — \) . . .  (m — k — (i — 1)) akqm~k,
k=0

1=1, 2, .. . .  m.
С о п о с т а в л я я  (1 5 )  и ( 1 6 ) ,  п ол уч и м  

i-i
FH (q) =  2 du - iqiFlC) (?)■ 1 = °- 1......../ -  1.

(16)
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Поэтому тождество (13) можно переписать в виде 
m / - 1  1 - 1

2 ak(n~  W qm~k =  (n -  m)> F (9) +  2  Cj (я -  m)12  d ^ F ^  (q) =
Л—0 i=0

=  (» -  « ) '  F (9) +  2  9If(l) (9) ( 2  C \ d l . i - l {n ~  т П  '
£=i \l=o  /

Итак, получено следующее представление многочлена (12) в виде линейной 
комбинации характеристического многочлена F(q) и его производных:

т j
2  akqm~k (п -  k)> =  (п -  т)> F (q) +  2  brfF® (<?). 
fe—о 1=1

(17)

где =  2  (n~ m) !d>, 1- 1, a d i , j - i  — разделенная разность функции г>~1, по-
1=0

строенная по узлам z0 = 0 ,  Z \ =  1......... Zi=i .
Если q — корень кратности г характеристического уравнения (9), тс F(q) =  

— О,. . . ,  F<r- ‘)(<7) = 0  и правая часть уравнения (17) обращается в нуль при / =  1, 
/ = 2 ,  . . . .  / = л — 1. Следовательно, функции q, nqn, . . . .  nT~'qn являются реше
ниями разностного уравнения (8 ).

3. Однородное разностное уравнение с постоянными коэффи
циентами. Устойчивость по начальным данным. Задача Коши для 
уравнения (8) состоит в отыскании сеточной функции vn, удовле
творяющей при всех п ^ т  уравнению (8) и принимающей при п = 
=  0, 1, . . . ,  m—1 заданные начальные значения у0, и,........щ,.,.

В дальнейшем будем считать, что а0фО. Тогда уравнение (8) 
можно разрешить относительно v„:

,, a'n' i ы _  ___Un —  --------и п - т ------------------ U rt-m -n —  • . . —  -------1 *
«о ао ао

Отсюда следует, что при а0фО решение задачи Коши сущест
вует и единственно.

Говорят, что уравнение (8) устойчиво по начальным данным, 
если существует постоянная М,, не зависящая от п и такая, что 
при любых начальных данных v0, vu . . . ,  um_, для его решения вы
полняется оценка

max \vj\, n — m,m-\- 1, . . . (18)

Тем самым устойчивость означает равномерную по п ограни
ченность решения задачи Коши.

Оказывается, что устойчивость или неустойчивость уравнения
(8) по начальным данным целиком определяется расположением 
корней характеристического уравнения (9).

Будем говорить, что выполнено условие корней, если все корни 
<7,, . . . ,  qm характеристического уравнения (9) лежат внутри или
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на границе единичного круга комплексной плоскости, причем на 
границе единичного круга нет кратных корней. Справедлива

Т е о р е м а  1. Условие корней необходимо и достаточно для 
устойчивости уравнения (8) по начальным данным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала необходимость. Пусть 
уравнение (8) имеет корень q, для которого | ^ | > 1 .  Задавая в 
качестве начальных данных функции Vj—q1, j = 0, 1, . . . .  m—1, по
лучим решение vn = qn, n ^ .m , неограниченно возрастающее при 
п—>-оо. Для такого решения невозможна оценка вида (18) с кон
стантой Ми не зависящей от п. Следовательно, условие |(?й|^ 1 ,  
k=  1, 2, . . . .  m, необходимо для устойчивости.

Пусть уравнение (9) имеет корень q кратности т> 1, для кото
рого \q\ = 1. Тогда разностное уравнение (8) имеет решение nr~lqn, 
растущее при п—>-оо как пг~'у и, следовательно, в этом случае оцен
ка (18) также невозможна.

Прежде чем переходить к доказательству достаточности усло
вий теоремы 1, необходимо провести некоторые вспомогательные 
построения.

Запишем (8) в виде эквивалентной системы уравнений

—  V n-m + 1> ■ • • > Vn-1  — Vn- i ,

a tn a m -1 a i
V n II 1 C2 a 1 Vn—m-ri . . ----------v ,

Oo a0

и представим эту систему в векторной форме
l/n=SVn_1, п=пг, т + 1 , . . . , (19)

где Vn {vn — m+i, V n — • • • » V n )  ,

0 1 0 0
0 0 1 0

S = 0 0 0 1
am ani~ 1 am-2 _____

_ a0 a0 a0
Начальный вектор Vm~ — (̂ o> V i t  . . ■ , Dm-, y  задан.
Нетрудно проверить, что множество собственных чисел матри

цы S совпадает с множеством корней характеристического уравне
ния (9).

Л е м м а  1. Если выполнено условие корней, то существует 
норма ||'- Н, вектора такая, что для подчиненной нормы матрицы S 
справедливо неравенство ||S ||,^1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что данная лемма уточняет 
лемму 1 из § 3 гл. 2, поэтому их доказательства похожи (см. [2, 
с. 338]). С помощью преобразования подобия

S==QSQ~l (21)
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~Si О
5 =

п р и в е д е м  S  к м о д и ф и ц и р о в а н н о й  ж о р д а н о в о й  ф о р м е

О J

-где S„ — либо число, либо жорданова клетка

_ О
s A— 1

О
•g„ — собственное число матрицы S, е > 0  —любое число. Оценим 
норму

т
IS ||с =  шах 2 1  S‘7 I =  max (| su | +  | h u 1 1).i<:i<+i . u£i<ml= i

Здесь совпадает с одним из корней характеристического 
уравнения, а внедиагональнын элемент

_[ 0 в случае простого корня sl£,
s£, i+i =  |

| е в случае кратного корня

Если s(i+1 = 0 для некоторого i, то по условию леммы |s , i |^l.  
Если же sii+1 = e, то si£ — кратный корень, и согласно условию кор
ней выполняется строгое неравенство | s„ |<E Но тогда при доста
точно малом е имеем

| Sи | +  | sii,-i | <С 1 ■
Таким образом, выбирая е достаточно малым, получим |[S|lc^ 

-s^l. Введем норму вектора
ll</ll.= IIQyllic, (22)

где Q определено согласно (21). Тогда получим ||S ||,=  ||S||Ĉ  1. 
■Лемма 1 доказана.

Завершим теперь доказательство теоремы 1. Покажем, что ус
ловие корней достаточно для устойчивости уравнения (8) по на
чальным данным.

Из уравнения (19), учитывая лемму 1, получим неравенство
I * п- 1  II * -

и, следовательно,
IIKJI-OIEm-il!., п=т, т+ 1, . . .  (23)

По определению (22) нормы || -1|. имеем
l!V|j. =  | |Q E | | c ^ l l Q I |c |!E!ic.
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С другой стороны, для любой невырожденной матрицы Q спра
ведливо тождество

V=Q~lQV,
из которого следует оценка

Таким образом, если норма ||-||. определена равенством (22), 
то выполняются оценки

(IIQ-'y-'l^clKIIFII.^IIQIicilFllc. (24)
Из (23) и (24) получаем

ilVJc^ATIIV^IIc, (25)
где Afi= llQ-'llcIlQIlc. Заметим, что константа Aft не зависит от п. 
Из (25) следует неравенство

| Уп | ^  44j шах |и/|, (26)

означающее устойчивость уравнения (8) по начальным данным. 
Теорема 1 полностью доказана.

4. Оценка решения неоднородного уравнения. Рассмотрим за
дачу Коши для неоднородного разностного уравнения

ЯаУп + GiUti-i + • • ■+ (27)
где п = т, т+ 1........ величины у0, уи . . . ,  ym- t заданы, правая часть
gh, & = 0, 1, . . .  — заданная функция. Если ааФ0, то для каждой пра
вой части решение задачи Коши существует и единственно. Оно мо
жет быть найдено по рекуррентной формуле

У п ~  — Уп-т Уп—т+1а0 Яо
п = т, т+ 1,

а1 I Т£п-тУп~ 1 “1 уя0 До
(28)

исходя из заданных начальных условий у0, уи . . ., y m - i  и известной 
правой части qk.

В предыдущем пункте получена оценка решения однородного 
уравнения через начальные данные, означающая устойчивость по 
начальным данным. Получим теперь аналогичную оценку решения 
неоднородного уравнения (27) через начальные данные и правую 
часть.

Основным результатом здесь будет доказательство того, что 
если однородное уравнение (8) устойчиво по начальным данным, 
то для неоднородного уравнения (27) справедлива оценка

п—т

\Уп\<  -иа шах | г/, ] +  Мг V т | gk |, (29)
k—Q

где Mi и Мг не зависят от п.
Выполнение оценки (29) означает по определению устойчивость 

уравнения (27) по правой части. Таким образом, будет показано,
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что из устойчивости по начальным данным следует 
по правой части.

Представим уравнение (27) в векторном виде

устойчивость

Е« =  5У„_1 +  т:(7п-1, п = т, т+ 1, . .. , (30)

ГД6 У п~ (i/n— m+i, У л—m+lj * • * 1 Уп) j

Gn~i — (О, 0, .. о, 8п~т ) ,
йо /

(31)

матрица S определена согласно (20).
Пусть уравнение (8) устойчиво по начальным данным. Тогда 

согласно теореме 1 выполнено условие корней. При этом условии 
в соответствии с леммой 1 для некоторой нормы матрицы 5 спра
ведливо неравенство ||5 ||,^ 1 . Таким образом, из (30) получаем не
равенства

I I I I • + т||G ^li,, k = m, т+ 1, . . .

Суммируя эти неравенства по k от т до п, получим

\Yn II. < 1 ^ - 4 +  2  *11 б* II.. (32)
k=rn-i

Используем далее неравенство (24), устанавливающее эквива
лентность норм М |. и II- Не. Тогда из (32) получим

(«< Г  ЦсГ1 II У„ Цс ^  IIQ lie ( II JV * ||с +  2 * 1 h) • (33)
\ k —m-i J

Учитывая специальный вид (31) вектора Gh, имеем

Gk Нс - I &khl—П
I «0 I

и, следовательно,
/г—l  n—m

2 t|G.lc = - f  S T|S.|.
k—m-1 0 k=Q

Отсюда и из (33) получаем требуемое неравенство
n—m

1У а |с М Мх max I у/1 +  М, 2  * Iff* |, (34)

где Ali=[|Q_ti!cllQIIc, М2=  /И^о1. Напомним, что Q — матрица, пре
образующая S согласно (21) к модифицированной жордановой 
ф орм е.

5. Оценки погрешности разностного метода. Вернемся к урав
нению для погрешности (3), полученному в п. 1. Нам нужно оце
нить погрешность метода zn через погрешность аппроксимации 
/г = 0, 1, . . .  , п—т. Если бы функция (рд равнялась нулю, k = 0, 1, . . .
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п—m, то достаточно было бы воспользоваться оценкой (34). 
Однако наличие функции фА, зависящей от решения z и характери
зующей нелинейность задачи, усложняет получение требуемых оце
нок. Следуя [2, с. 484], докажем, что справедлива

Т е о р е м а  2. Пусть все корни характеристического уравнения
(9) лежат внутри или на границе единичного круга, причем на гра
нице нет кратных корней. Пусть | fu(t, и) | для /е(О , Т]. Тогда 
при

=  (35)
2 I Ь0 | L

для решения уравнения (3) справедлива оценка

где

| гпК  max |z,-| +  М2 V х |  фй|, п =  m, m +  1, . . . ,  (36)

M ^W Q U Q - Ъ

=  Cl =  MlVL, 0 =  ^ - 2  (1‘ \bk\ +  M  \b0
a:о k=i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле конечных приращений 
Лагранжа имеем

f ( ̂ n—hi Уп — h) f {.in — ft) Ип—ь) C— й,
где

ln—h /и {tn—к) Un—ft) i Un—h //n—ft 4~ 02-т,—hi 0 -C; 0 -C~ 1, & =  0, 1,2, 
Представим функцию ф„-m, определенную согласно (5), в виде

фп—т  —  Ь0102п ^  b fjn ^ ft^ n —k '

k=i
Подставляя (37) в уравнение (3), получим

т

(а0— Ьа10%) г„=  2  (— ak +  xbkln. k) +  тф„_т .
k— \

Из условия (35) следует, что

к - л м ; ^ >0’

(37)

(38)

(39)

поэтому уравнение (38) можно разрешить относительно zn:

„ v\ ak'5C k ,  | ^
=  2  ------------— ------Zn- k +  T -

A=l a0 tb0l0 Qq — T&ôO
(40)

Добавляя к правой части уравнения (40) и вычитая из нее выра
жение

т

2
4  7Zfl-kyа0
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перепишем (40) в виде
а 1 -л

2п — — 2  —  Zfl~k “Ь т 2  Vnk2n-k +  т — ———
. а ,  ао -  tv»

где

Vak
aob̂ n-kr~  аМ> 
а„ (ао — т&0/0)

(41)

(42)

Представим уравнение (41) в векторной форме. Для 
дем векторы

Zn (^п-т+1, 2n—m-i-2t • • • , ^n) ,

Yn- ! =  fo, . . . .  0, %~m
4 flo — TOq'O

этого вве-

и матрицы
~o .. . 0 " г  0 1 0 0 -1

, s  = 0 0 0 1
0 .. . 0 am V i am- 2 ____£r_

У  run ' * L an «0 aQ a0 J

Тогда получим, что уравнение (41) эквивалентно векторному урав
нению

Z n = SZ,_i + TVn_ iZ n_1 +  T Y „_ t. (43 )

Для оценки решения уравнения (43) используем лемму 1 из п. 3. 
Согласно этой лемме, ||S||,=^1 в некоторой норме || -1|.. Поэтому из 
(43) получим

l!ZJ,<||Z„_1||, + T||Vn_1!!.l|Zn_1H. +  Tll1F„_1||.. (44)

Покажем, что ||У„_,||, ограничена числом, не зависящим от п и 
т. Согласно (39), (42) имеем

\vnk | <  2 -
I ао 11 bk 1 +  | ak 1 | b0 1 , 2 , . . . ,  m,

поэтому m
I Vn-1 lie =  2  1 v«b I ^  vL>

k=\
где

о m
V =  —  2  (K l I 1 +  M  | ь0j). (45)

Q0 fe=l

Для любого вектора x имеем
|| V _1*||. = ||QVn_1x||c= || (QVn-.Q-1) (Q*) ||c<

<IIQVn_1Q-,||cllQJc||c< ^ .IIV n-1||c|i*||.t
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где Mi = ||Q||c||Q_1|lc. Следовательно,
lll'»-ll|.^A ll||l'n_l||c< A l10L.

Подставляя эту оценку в (44), приходим к неравенству
H 2 J .< ( l  +  TC1)||Zt_1||. +  T||4f4- i ||.l (46)

где & = m, т+  1, . . . ,  c ^ M ^ L .  Из (46) получим

j|2n|l .^ ( l + T Cir m||Zm. 1I. + т  2
k —m

<  ес‘‘™  I! I. +  т 2  II II., (47)
k—m

где tn- m=x{n—m ) ^ T .
Далее, учитывая (24), (39), имеем

II Znl >  («ОТ1 Нс)"11 Z„ ||c >  (1QT1 lie)"11 zn I,

I Zm_! 1. ^  |i Q ||c I Zm_! ||c =  IQ lie max | г,-1,

I! Q1U 2 II Q |U
1 *A-i II. ^  IIQ lc 1 Ъ-г ||c =  -— — 7 7 7 1 tu n  I I ^  I •I aa — Jb0l0 \ I a0 I

Подставляя эти неравенства в (47) и обозначая A^HIQIIcX
2

XlIQ-'lic, Мг=М1-— - , получим оценку 
I «о I

п—т

lanK /H ie^7 шах | z, | +  М2 V т | ф* |,

совпадающую с (36). Теорема 2 доказана.
С л е д с т в и е .  Если О ^ и т ^ Г , выполнено условие корней, 

| Zj| —>-0 при т-»-0, /= 0 , 1, . . . ,  т—1, и разностное уравнение (2) 
аппроксимирует исходное уравнение (1), то решение разностной за
дачи (2) сходится при т-vO к решению исходной задачи (1).

Доказательство следует немедленно из оценки (36), если учесть, 
что

п—т

УI т | ф * | < 7  шах | ф*|-и ô ĥ n-m

§ 5. Численное интегрирование жестких систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений

1. Условно устойчивые и абсолютно устойчивые разностные ме
тоды. Для задачи Коши

=  f( t ,u ), / >  0, и (0) =  и0 (1)
at
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будем рассматривать разностные методы вида
т ak т

2  •— Уп-к =  2  bkf */«-*). п =  т < т  +  1. ■ • • (2)
*=О А= О

В § 4 показано, что устойчивость и сходимость метода определя
ются расположением корней характеристического уравнения

т

2  akq'n-* =  0 . (3 )
k=0

А именно, требуется, чтобы все корни удовлетворяли условию | q \ ^  
=^1, причем корни q, для которых |^ | =  1, не должны быть крат
ными.

Эти условия устойчивости являются очень общими и не могут 
учесть многие характерные свойства решений исходной дифферен
циальной задачи (1) и аппроксимирующего ее разностного метода
(2). Они означают лишь, что все решения однородного разностно
го уравнения, соответствующего (2), остаются ограниченными при 
п—»-оо.

В частности, при таком подходе коэффициенты bh,k  = 0, 1, . .. , m, 
входящие в правую часть уравнения (2), никак не влияют на устой
чивость.

Предположим, однако, что заранее известна та или иная харак
терная особенность в поведении решения исходной дифференциаль
ной задачи. Тогда естественно требовать, чтобы эта особенность со
хранялась и у решения разностного уравнения. Такое требование 
приведет к сужению класса допустимых разностных методов. В на
стоящем параграфе будут рассмотрены методы, предназначенные 
для расчета асимптотически устойчивых решений уравнения (1). 

Рассмотрим сначала характерный пример. Уравнение

~  — Xu, t >  0, и (0) =  н0, (4)
at

где Я<0, имеет решение
u(t) =иаеи,

монотонно убывающее при t-*-oo. При любых т> 0  для решения это
го уравнения справедливо неравенство

\ u ( t + x ) \ ^ \u ( t ) \ ,  (5)
означающее устойчивость решения u(t).

Естественно требовать, чтобы и для решения разностной задачи, 
аппроксимирующей (4), выполнялось бы неравенство, аналогичное
(5). Рассмотрим с этой точки зрения метод Эйлера

^ — = Ц п ,  п =  0 , 1 , . . .  (6)т
Из уравнения (6) получаем

yn+i=qyn, q= 1+тЯ.
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Оценка вида (5), т. е. неравенство
I Уп+i | | уп | » м = 1, 2, . .. (7 )

для метода (Ь) будет выполнено тогда и только тогда, когда ^  
^ 1 .  В случае Я<0 это условие эквивалентно следующему ограни
чению на шаг т:

Таким образом, разностный метод (6) устойчив в смысле выпол
нения оценки (7), если шаг т удовлетворяет неравенству (8).

Разностный метод (2) называется абсолютно устойчивым, если 
он устойчив при любых т>0, и условно устойчивым, если он устой
чив при некоторых ограничениях на шаг т. Мы видели, что метод 
Эйлера (6) условно устойчив при условии (8). Примером абсолютно 
устойчивого метода для уравнения (4) с Я<0 является неявный ме
тод Эйлера

для которого \ q\ = | (1—тХ)~‘| <1 при любых т>0.
Приведенные здесь простые примеры характерны тем, что и для 

более общих асимптотически устойчивых систем дифференциаль
ных уравнений явные разностные методы являются условно устой
чивыми, а среди неявных методов существуют абсолютно устойчи
вые методы.

Условная устойчивость является недостатком явного метода, так 
как вынуждает брать слишком мелкий шаг т. Например, если % = 
= —200, то условие (8) выполнено при т^0,01, и для того чтобы 
вычислить решение «(/) при / = 1, надо сделать сто шагов по методу 
Эйлера. Неявный метод лишен этого недостатка, однако его приме
нение к задаче (1) приводит к необходимости решения на каждом 
шаге системы алгебраических уравнений, в общем случае нелиней
ной.

2. Понятие жесткой системы дифференциальных уравнений.
Многие из рассмотренных в § 1—4 численных методов интегрирова
ния обыкновенных дифференциальных уравнений переносятся без 
изменений на системы дифференциальных уравнений. Однако в 
случае численного решения систем уравнений могут появиться до
полнительные трудности, связанные с разномасштабностью процес
сов, описываемых данной системой.

Поясним характер возникающих трудностей на примере систе
мы, состоящей из двух независимых уравнений

0 (8)

— fi-Упы,1

- - L  + aiU i =  о, t -
dt ' х 1

t> 0 , (9)
где at и аг — положительные постоянные.

Система (9) имеет решение
их (/) =  «! (0) е~а' \  «2 (/) =  м2 (0) e~a’J ,
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монотонно убывающее с ростом t. Предположим, что а2 гораздо 
больше, чем аи Тогда компонента u 2 ( t )  затухает гораздо быстрее, 
чем щ( 0,  и, начиная с некоторого t ,  поведение решения u ( t )  =  

=  { u i ( t ) ,  u 2 ( t ) }  почти полностью определяется компонентой U i ( t ) .  

Однако оказывается, что при решении системы (9) разностным ме
тодом шаг интегрирования т определяется, как правило, компонен
той u z { t ) ,  не существенной с точки зрения поведения решения си
стемы. Например, метод Эйлера

+  djU* =  О, +  аги\ =  О, (10)

где и" = u,(tn) , г = 1, 2, будет устойчив, если шаг т удовлетворяет 
одновременно двум неравенствам Tfli^2, %a2̂ L2. Поскольку а{^> 
^>а,>0, условие устойчивости приводит к ограничению т==:2/й2.

Приведенный пример может показаться искусственным, так как 
ясно, что каждое из уравнений системы (9) следует решать незави
симо одно от другого со своим шагом интегрирования т , /=  1, 2, 
т1̂ 2 /а 1, т2=£̂ 2/аг. Однако аналогичные трудности возникают и при 
решении любой системы обыкновенных дифференциальных урав
нений

—  =  Аи, (И)dt
если матрица этой системы имеет большой разброс собственных чи
сел.

Предположим, например, что матрицу А системы (11) можно привести пре
образованием подобия Q - ‘AQ к диагональному виду. Тогда замена u =  Qv пре
образует систему (И ) в систему независимых уравнений

dv
dt Q-UQv,

матрица которой имеет те же собственные числа, что и матрица А.

Сформулируем теперь определение жесткой системы уравнений. 
Рассмотрим сначала систему (11) с постоянной, т. е. не зависящей 
от t матрицей А. Система дифференциальных уравнений (11) с по
стоянной матрицей А(т Хт ) называется жесткой, если

1) ReXbCO, /г=1,2, . . . ,п г

(т. е. система асимптотически устойчива по Ляпунову),
2) отношение

max | Re Xk \
s __ _______

m i n  [ R e X 4 |1
велико.

Число s называется числом жесткости системы (11). Второе тре
бование не указывает границу для s, начиная с которой система ста
новится жесткой.
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Если матрица А зависит от t, то Kk= lk(t), k = l, 2, . . . ,  т. При 
каждом t можно определить число жесткости

m a x  | R e ) ^ ( / ) |
S(/)=SJ ^ 2 ------------  .

m i n  | R e  ).k (l) |

В этом случае свойство жесткости может зависеть от длины отрез
ка интегрирования. Система

—  =  A (t) и dt

•называется жесткой на интервале (О, Т), если Re2ift(?)<0, k= \, 
2,. . . , m, для всех / е  (О, Т) и число sup s (t) велико.

few,Г)
Так же, как и в случае системы (10), нетрудно прийти к следую

щему выводу. Решение жесткой системы содержит как быстро убы
вающие, так и медленно убывающие составляющие. Начиная с не
которого t>0  решение системы почти полностью определяется мед
ленно убывающей составляющей. Однако при использовании яв
ных разностных методов быстро убывающая составляющая отрица
тельно влияет на устойчивость, что вынуждает брать шаг интегри
рования т слишком мелким.

Выход из этой парадоксальной ситуации был найден в примене
нии неявных абсолютно устойчивых разностных методов. Например, 
систему (10) можно решать с помощью неявного метода Эйлера

ч"+1-  и"
аги*+1: = 0, +  а2и ^  = 0 ,

который устойчив при всех т>0. Поэтому шаг интегрирования т 
здесь можно выбирать, руководствуясь лишь соображениями точ
ности, а не устойчивости.

3. Нелинейные системы дифференциальных уравнений. Обоб
щим понятие жесткости на случай нелинейной системы

=  t >  0, (12)
at

где
u(t) =  {ui(t), u2(t), . . . .  um (i))T, 

f (t, a) =  (fi {t, u), . . . ,  fm (t, u))T.

Зафиксируем какое-либо решение v(t) системы (12) и образуем 
разность z ( t )=u( t )—v(t) между произвольным решением системы 
(1 2 ) и данны м реш ением  v{t).  Эта разн ость  удовл етвор яет с л е д у ю 
щей системе уравнений: 

dz
—  =  fk(t,v{t) +  z(t)) — fk{tt v({)), ft =  l ,2,  (13)dt
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Будем рассматривать z(t) как малое возмущение, внесенное в 
основное решение v(t).

Проведем разложение по формуле Тейлора в правой части си
стемы (13). Так как

fu(t, 1̂» 2̂, ■ ■ • , ^m) ,
имеем

fk {t, v +  z) — fk(t, =  2  ^  z>® +  ° (H ) '
;=i i

где через o( | z | )  обозначены величины более высокого, чем первый, 
порядка малости по z. В результате разложения система (13) при
мет вид

*L= A(t,v(t))z{t) +  o{\z\), (14)at

где через А (t, и (t)) =  - ^
ди

обозначена матрица с элементами

ац {t, v (0) = dfi (/, а (0)
duj 1 2, m.

Отбрасывая в (14) величины o{\z\) ,  получим так называемую си
стему уравнений первого приближения

a t
(15)

Система (15) является системой линейных дифференциальных 
уравнений относительно w(t),  так как функция v(t) задана.

Определение жесткости системы нелинейных дифференциаль
ных уравнений связано как с данным фиксированным решением 
v(t),  так и с длиной отрезка интегрирования.

Пусть Х*(<), /е =  1, 2, . . . ,  т ,— собственные числа матрицы A (t, 
v(t)).

Число жесткости s(t) определяется как

5(0 =
max 1 Re ),k (t) | 

min | Re %k (t) \
1

Система (12) называется жесткой на решении v(i) и на данном 
интервале Q<t<T, если

1) R e ^ (0 < 0 , 6=1,2, для всех te (0 , Т),
2) число sap s{t) велико.

t&0,7)
4. Специальные определения устойчивости. При исследовании 

разностных методов для жестких систем уравнений обычно рассма
тривают уравнение

=  }м, (16)
di
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где X— произвольное комплексное число. Свойства различных раз
ностных методов изучают и сопоставляют на примере модельного- 
уравнения (16). Для того чтобы уравнение (16) действительно мо
делировало исходную систему (11), необходимо рассматривать его 
при всех таких X, которые являются собственными числами матри
цы А.

Разностный метод (2), примененный к уравнению (16), имеет
вид т

2  (а* — p h )Уп-k =  0, п — т, т + 1 ,  (17)
ft=0

где р, =  тХ — комплексный параметр.
Если искать решения уравнения (17), имеющие вид yn = qn, то 

для q получим характеристическое уравнение
т

2  (ak — ubk)qm-k =  0, (18)
k=Q

отличающееся от уравнения (3) тем, что его коэффициенты зависят 
от параметра (х =  т1. При малых р, корни уравнений (3) и (18) близ
ки. Однако в дальнейшем мы не будем делать предположений отно
сительно малости р.

Кроме обычного определения устойчивости разностного метода 
(все корни характеристического уравнения (18) не превосходят но 
модулю единицу), в случае жестких систем используют и другие, 
более узкие определения устойчивости. Здесь мы рассмотрим два 
таких определения: Л-устойчийый метод и Л (а)-устойчивый метод.

Предварительно введем следующее понятие. Областью устойчи
вости разностного метода (2) называется множество всех точек 
комплексной плоскости р = тХ, для которых данный метод, приме
ненный к уравнению (16), является устойчивым.

Рассмотрим, например, явный метод Эйлера

= /(< „  и,).т
В применении к уравнению (16) этот метод принимает вид

уп+1= (1+]х)г/„, р = тХ.

Условие устойчивости 11 + ц| ^ 1  для комплексного p = p 0 +  ipi озна
чает, что (р0+ 1 )2+ |Д 1. Тем самым область устойчивости дан
ного метода представляет собой круг единичного радиуса с центром 
в точке (—1, 0).

Для неявного метода Эйлера

т
областью устойчивости является внешность круга единичного ра
диуса с центром в точке (1, 0).
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Разностный метод называется A-устойчивым, если область его 
устойчивости содержит левую полуплоскость R ep<0. Отметим, что 
уравнение (16) асимптотически устойчиво при ReX<0.  Поэтому 
сущность приведенного определения состоит в том, что Л-устойчи- 
вый разностный метод является абсолютно устойчивым (устойчи
вым при любых т> 0), если устойчиво решение исходного диффе
ренциального уравнения.

Нетрудно видеть, что неявный метод Эйлера является Л-устой- 
чнвым, а явный метод Эйлера — не является.

Рассмотрим еще одношаговый метод второго порядка точности
— Уп=  0,5 (/ (tn+u уп¥1) +  /  (1п, уп)).

Для уравнения (16) метод принимает вид

Уп+1 — ЯУп, 1 + 0 . 5 .И

1 — 0 , 5 ц

(19)

Отсюда видно, что | q \ ^  1 тогда и только тогда, когда Re pi^O. Сле
довательно, метод (19) является Л-устойчивым.

При решении жестких систем уравнений было бы желательно 
пользоваться именно Л-устойчивыми разностными методами, так 
как условия их устойчивости не накладывают ограничений на шаг 
т. Оказывается, однако, что класс Л-устойчивых методов весьма 
узок. В частности, среди методов вида (2) не существует явных 
A-устойчивых методов.

Для доказательства запишем характеристическое уравнение 
(18) в виде

Р =
a,gm +  aiqnl- 1 +  ■ ■. +  %

b 0q m  +  b iq 'n~ l  + . . . + b „
(20)

Если (2) — явный m-шаговый метод, то ba = 0, ааф0. Могут ока
заться равными нулю и другие коэффициенты Ьк, но не все, так как 
по условию Ь0 + Ь, + . . , +  Ьт = 1 (см. (3) из §3). Пусть 60 = й, = . . .  
. . . = fej_, = 0, Ърф0, 0< / ^ т .  Тогда из (20) получим

aoqm +  ад”1-1 +  • • •+«„

м т_/+
Отсюда видно, что при больших q функция р(д) ведет себя как

6,-ч ’ ' ^
Следовательно, для любого достаточно большого по модулю чис

ла р (в том числе и для р, лежащих в левой полуплоскости) най
дется корень q уравнения (18) с \q\~^\.

Доказано (см. [37] и указанную там литературу), что среди не
явных линейных многошаговых методов нет A-устойчивых методов, 
имеющих порядок точности выше второго. Примером Л-устойчиво- 
сти метода второго порядка точности является симметричная схе
ма (19).
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В связи с этим было введено еще несколько определений устой
чивости, которые являются менее ограничительными, чем определе
ние Л-устойчивости.

Разностный метод называется А(а)-устойчивым, если область 
его устойчивости содержит угол

I arg (—ц) | <а, ц = тХ.

В частности, А ^-|-устойчивость совпадает с Л-устойчивостью.
Доказано, что ни для какого а не существует явного А (а)-устой

чивого линейного многошагового метода. Построены Л (а)-устойчи
вые неявные методы третьего и четвертого порядка точности. К ним 
относятся, в частности, чисто неявные многошаговые разностные 
схемы, у которых правая часть /(/, и) вычисляется только при t = 
= t„, а производная u'(t) аппроксимируется в точке tn по несколь
ким предыдущим точкам. Например, схема

+  36г/„_2 16(/п_3 +  Зуп_А
-----------------------  —■1\1п,Уп) V*U

имеет четвертый порядок точности и Л (а)-устойчива при некотором
а>0 .

5. Чисто неявные разностные методы. В настоящее время при 
интегрировании жестких систем уравнений широко используется 
метод Гира [37], в основу которого положены чисто неявные много
шаговые разностные методы высокого порядка точности.

Разностный метод m
2  к̂Уп—k = =  Т /  (/п, Уп) (2 2)
к= о

называется чисто неявным. Он является частным случаем метода 
(2), когда

bi = b2 = . . . = йт =  0, bо=1.
Для отыскания уп получаем из (22) нелинейное уравнение

а0уп — т/ ( t n , «/„) =  — 2  акУп-к, (23)
к=1

которое можно решать тем или иным итерационным методом.
Условия p-то порядка аппроксимации (9), (10) из § 3 в случае 

метода (22) принимают вид
m m  m

а0 =  — 2  аь> 2  ^  =  2  klak =  0, 1 =  2,3, . . . , р .  (24)
k=i k~l к=1

Отсюда видно, что наивысший достижимый порядок аппроксима
ции чисто неявного /n-шагового метода равен т. Упомянутый выше 
метод Гира использует чисто неявные схемы наивысшего поряд
ка аппроксимации. Система уравнений (24) для определения
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коэффициентов аи .. ., ат метода наивысшего порядка имеет вид 
а4 + 2а2 +  . . , + та„= —1, 
а1 + 22а2+ . . . + т2ат = сц,

(25)

ctl -f- 2шо.2~\~. . . “(- tnmctm = 0.

Эта система однозначно разрешима, так как ее определитель отли
чен от нуля.

При т = 1  метод (23), (25) совпадает с неявным методом Эйле
ра. При т = 2 и т = 3 получаем методы

у  Уп — 2Уп-1 +  у  Уп-2 =  I f  (tn, Уп), (26)

~~ Уп ЗУа- 1 Н ~ Уп- 2 ~ Уп-з - - Д/ (̂ П) Уп), (27)о 2 3
имеющие, соответственно, второй и третий порядок точности. При 
т=А из (23), (25) получим схему (21). Для практических расчетов 
используются аналогичные методы вплоть до десятого порядка точ
ности.

Важно отметить, что чисто неявные разностные методы обла
дают хорошими свойствами устойчивости, позволяющими исполь
зовать их для решения жестких систем уравнений.

Рассмотрим более подробно метод второго порядка (26) и най
дем область его устойчивости. Для модельного уравнения (4) ме
тод (26) принимает вид

у  Уп 2Уп-i -f" уУп-г =  РУп, (28)

где р =  тЯ. Ему соответствует характеристическое уравнение

(~—  pj <?2 — 2у +  у  =  0. (29)

Нам нужно найти множество точек G комплексной плоскости 
p = p0+ tp b для которых оба корня gi2(p) уравнения (29) не пре
восходят по модулю единицу. Границей области G является множе
ство таких точек р, для которых \ q\ = 1.

Выразим из уравнения (29) параметр р через переменное q, 
т. е. запишем

Р =  у - 2 у ~ 1+ 1 (30)

Отсюда видно, что если |у | =  1, т. е. ц = е~н, то

р== у  — 2el4f +  у е 21'Т (31)

При изменении аргумента ср от 0 до 2л точка р описывает замк
нутую кривую Г, симметричную относительно действительной оси
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(см. рис. 7). Для точек jj,(̂ 7), расположенных снаружи от этой кри
вой, выполнено условие |д |< 1 , поэтому область устойчивости G 
метода (28) представляет собой внешность кривой Г. Точки, рас
положенные внутри Г, составляют область неустойчивости. Обозна
чая a= cos ср, можно переписать (31) в виде

р =  (1— х )г± Ц \= х*(2—х),
откуда следует, что вся кривая Г расположена в правой полу
плоскости. Поэтому область устойчи
вости метода (26) целиком содержит 
левую полуплоскость и тем самым ме
тод (26) является Л-устойчивым.

Исследуем аналогичным образом 
область устойчивости метода четверто
го порядка (2 1 ).

Записывая характеристическое 
уравнение в виде

р (25 -  48<Г1+36<Г2-16<Г3+3<Г4)
метода

Рис. 7. Граница устойчивости

и полагая q=e ,ф, находим уравнение границы, разделяющей об
ласти устойчивости и неустойчивости:

Р =  —  ~  (1 —  а)3 (За +  1) ±  i  (6а3 — 16а2 +  15а — 8),и 3
где а = cos ср (см. рис. 8). В отличие от предыдущего примера, име
ются точки границы, расположенные в левой полуплоскости. По
этому метод (2 1 ) не является Л-устойчивым.

Рис. 8. Граница устойчивости мето
да (21)

Найдем теперь значение а , 
при котором метод (2 1 ) Л (а)- 
устойчив. Для этого достаточно 
найти угол а, который образует 
касательная q (см. рис. 8), про
ходящая через точку (0, 0), с 
отрицательным направлением 
оси р0.

Обозначим

P o W = - 4 ( 1- x)3(3x+ 1)-
____ _ (32)

Hi(x)= V̂ l ~ x2 (6а3— I 6а2+1 5а—8).
3

Условие касания  ̂ с границей определяется следующим уравнени
ем относительно параметра а:

Pi (а) _  14 (Л
Ро ( а )  Р о  ( а )

(33)
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(34)

Из (32) получим
Ро (■*) =  8х (1 — x f,

В W =
—  8 х 4 +  I6 * 3 —  4л:2 —  8л: +  5

У Т ^Т 2
Уравнение (33) после подстановки в него выражений для р.0> 

Ро, Hi, Pi из (32), (34) и приведения подобных членов сводится к 
линейному уравнению х—0,2 =  0. При х =  0,2 из (32) получим

4 5 _  / 2 4  • 69 9

_  3  • 5 «  ’ f i l  3  ■ Ь*

так что
tga  = В.

Ро

V 6 • 699 

5 1 2
>1^6.

Поэтому метод (21) А (а) -устойчив, где ос = arctg Y6» 68°.
В заключение отметим, что подробное изложение численных ме

тодов решения жестких систем дифференциальных уравнений со
держится в книгах [26, 37].



Ч А С Т Ь  III
РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

Здесь излагаются приближенные методы решения краевых за
дач для уравнений с частными производными. В основе этих мето
дов лежит сведение дифференциальной задачи к системе линейных 
алгебраических уравнений путем замены дифференциального опе
ратора разностным.

Г Л А В А  1 
ВВОДНЫЕ понятия

§ 1. Примеры разностных аппроксимаций

Различные способы приближенной замены одномерных диффе
ренциальных уравнений разностными изучались в § 4 ч. I. Напом
ним примеры разностных аппроксимаций и введем необходимые 
обозначения. Будем рассматривать равномерную сетку с шагом h, 
т. е. множество точек

(oh = {Xi = ih, i = 0, ±1, ±2,  ...} .
Пусть и (х )— достаточно гладкая функция, заданная на отрезке

и, —  и, и, —  и,
[•Ч-i, -Ч+i]- Обозначим и{=и(х(), ux j =  ■-----------, и- . — ----------- ,

h  * X '1 h

.. _il о ns “ '« ■
x . i  2 h

Разностные отношения ux u- ., ы-. называются соответственноX'1 X,l
правой, левой и центральной разностными производными функции 
и(х) в точке Хг. Каждое из этих разностных отношений аппроксими
рует и’(х) в точке хи т. е. при фиксированном xt и при h->0 (тем са
мым при i-v«зо) пределом этих отношений является и' (х,). Проводя 
разложение по формуле Тейлора, получим

ux,i — и’ (х,-) — 0,5hu" (Xi) +  О (h2),
и- . — и' (xi) =  — 0,5hu" (xi) +  0 (h2),
и - . — и' (xi) =  0 (h?).

Отсюда видно, что левая и правая разностные производные ап
проксимируют и'(х) с первым порядком по h, а центральная раз-
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н о ст н а я  п р о и з в о д н а я  —  с о  в то р ы м  п о р я д к о м .  Н е т р у д н о  п о к а з а т ь ,
что  в т о р а я  р а з н о с т н а я  п р о и з в о д н а я

аппроксимирует и "(xt) со вторым порядком по /г, причем справед
ливо разложение

u x x . i  —  и “ ( х ‘)  —  "  u W  ( х д  +  0  (/г4)-

Рассмотрим дифференциальное выражение

1м =  —dx (О

с переменным коэффициентом k(x). Заменим выражение (1) раз
ностным отношением

Lhu =  (au-)Xti = ■ —  at (2)

где а = а(х) — функция, определенная на сетке оц. Найдем условия, 
которым должна удовлетворять функция а(х) для того, чтобы от
ношение {au~)Xii аппроксимировало (ku' ) '  в точке xt со вторым по
рядком по h. Подставляя в (2) разложения

U x ,i = Щ  4- —- Ui -j-— Ui 4- О  (h3),2 6
, h »,  h2 , r \ ч\

и*.с =  ui — ^  и<- +  —  Ui +  О (h3),

где и/ = и'(х ,), получим

Lhu ■ щ +  a u i  +  a i  щ +  - K + 1  а‘- U i  +  о (h>).

С другой стороны,
Lu = [ku')' = ku"-\-k'u',

т. е.

Luu — Lu (xi) = a i+ i  a * u ‘ \  I /  a i и 1 .. I--------------------- ki \ Ui -f* (----- -------— k[ Ui -f-

h K +i -  ai> ui +  0 (h2).

Отсюда видно, что Lhu—Lu = 0  (h2) , если выполнены условия

:£'(*<) 4-0 (h 2), ai+i +  ai :k i+ 0 {h 2). (3)

Условия (3) называются достаточными условиями второго по
рядка аппроксимации. При их выводе предполагалось, что функция 
и(х) имеет непрерывную четвертую производную и k(x) — диффе-
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ренцируемая функция. Нетрудно показать, что условиям (3) удо
влетворяют, например, следующие функции:

at =  0,5 (ft (хг) +  k{Xi-x)), di =  k (Xi — 0,5/t), a* — V k  (xt) ft ()Сц).

Заметим, что если положить а{= к(х2), то получим только пер
вый порядок аппроксимации. В § 2 будет рассмотрен регулярный 
метод получения разностных аппроксимаций вида (2).

В качестве следующего примера рассмотрим разностную ап
проксимацию оператора Лапласа

Lu d2u , Э2ц (4)

Введем на плоскости (xlt хг) пря
моугольную сетку с шагом по на
правлению 1 , и с  шагом /г2 по направ
лению хг, т. е. множество точек
«/г =  {(*1, х'2) I х\ =  ihu xi =  jh2; i, j =  0,

±1 , ± 2 , ...}
(см. рис. 9), и обозначим

U X lX l,ij ^ 2  ’

^X2X,, ['/
ui,i+1 ^uij ui,/-i

hi

г ■ J 1

jrJ

i 1
\ . : :1

А? ! : : L
в

h 1 \ * 1  . 1
i 1 :___ ,___1

Рис. 9. Сетка <вл и пятиточеч
ный шаблон

Из предыдущих рассуждений следует, что разностное выраже
ние

L'^ i  = “* w / +  “W /  (5)
аппроксимирует дифференциальное выражение (4) со вторым по
рядком, т. е. LhUij— Lu (х[, х{) =  О (h\) +  О (hi). Более того, для функ
ций u(xlt х2), обладающих непрерывными шестыми производными, 
справедливо разложение

LhUij — Lu (х[, xi) =
hi д*и(х[,х{) h\ д*а{х\ ,х{)

12 дх\ + 12 д х \
+  О  ( h i  +  h $ ) .

Разностное выражение (5) называется пятиточечным разност
ным оператором Лапласа, так как оно содержит значения функции 
и(хи х2) в пяти точках сетки, а именно в точках (х[, х{), (xi~l, xi),
(х\, xi±l) (см. рис. 9). Указанное множество точек называется шаб
лоном разностного оператора. Возможны разностные аппроксима
ции оператора Лапласа и на шаблонах, содержащих большее число 
точек.

261



§ 2. Построение разностных схем интегро-интерполяционным
методом

1. Построение разностной схемы. Задачи математической фи
зики формулируются в виде основного дифференциального уравне
ния и дополнительных (начальных, граничных) условий, обеспечи
вающих существование и единственность решения. Типичными при
мерами являются: задача Дирихле для уравнения Лапласа, задача 
Коши и смешанные задачи для уравнений параболического и гипер
болического типов. Под разностной схемой понимают совокупность 
разностных уравнений, аппроксимирующих основное уравнение и 
дополнительные условия исходной дифференциальной задачи. Су
ществуют различные способы построения разностных схем. В этом 
параграфе будет рассмотрен один из способов, носящий название 
интегро-интерполяционного метода (или метода баланса) построе
ния разностных схем.

В качестве примера рассмотрим применение интегро-интерполя
ционного метода к построению разностной схемы следующей крае
вой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения вто
рого порядка:

где k(x), q(x), f(x) — заданные достаточно гладкие функции, удо
влетворяющие условиям k (x ) '^ k ,> 0 , q(x)~^0,  и щ, ц2 — за
данные числа. При сформулированных предположениях существует 
и единственно решение и(х) задачи (1), (2). Будем считать, что это 
решение является достаточно гладким.

Уравнение (1) можно трактовать как уравнение установившего
ся распределения температуры и(х) в стержне длины I, на одном 
конце которого (х = 1) поддерживается заданная температура ц2, 
а на другом (х = 0) происходит теплообмен с окружающей средой 
по закону Ньютона (см. [41]). При этом k ( x ) — коэффициент тепло
проводности, —k(x)u'(x) — тепловой поток, коэффициенты q(x), 
f(x) характеризуют плотность тепловых источников.

Для построения разностной схемы введем прежде всего на от
резке [0, /] равномерную сетку с шагом h, т. е. множество точек

Обозначим xi±i/2 = X i ± 0 ,5h ,  w(x) =k(x)u' (x) ,  wi±U2 = w(xi±t/2) и 
проинтегрируем уравнение (1) на отрезке [х4_1/2, xi+U2]. Тогда по
лучим уравнение

которое представляет собой уравнение баланса тепла на отрезке

(k(x)u' (x)) '—q(x)u(x)+f(x)  =0, 0 < х < /,
—k{Q)u'{0) + 0ы(О) = ш, ы (/)= ц2,

О)
(2)

a>h={Xi = ih, i = 0, 1, . .. , N, hN = l).
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U(_)/2, xi+t/2]. Далее, заменим интеграл
х <■ +'/,
j  q (х) и (х) dx 

Х‘—'Л
Xi+'A

его приближенным значением щ i q(x)dx и введем обозначения
x t - v .

Х ‘ +Уж

=  j  j  Q(x)dx, фi =  ~  j  f(x)dx.  
Xi-V, Xi-V,

(4)

В результате вместо уравнения (3) получим уравнение
W,.i, --- W; ,,

----- ---------— — dm  +  фг =  0.
h

(5)

Выразим теперь wi±l/2 через значения функции и(х) в точках сетки. 
Для этого проинтегрируем соотношение и'(х) =w(x)jk(x)  на отрез
ке [xt-i, xf]. Тогда получим

Ui — Wi-ji — Г w (л)
k  ( х )

dx : Wi-y, j dx
k  (дс) ‘

Обозначая

(6)

получим щ U— “l~l ■= am-'., wi+l/2 = a(+luXii.
Подставляя эти выражения в уравнение (5), получим разност

ное уравнение, содержащее значения искомой функции в точках xit 
X,±i\

-j- (ai+1uXti — щи-:) — diui +  (pi =  0

или в сокращенной записи
(au-)Xil — d ^ i +  ф£ =  0. (7 )

Это уравнение по своему построению является разностным ана
логом основного дифференциального уравнения (1). Записывая 
уравнение (7) во всех точках сетки, в которых оно определено, т. е. 
при t=  1, 2 , . . . ,  N—1, получим систему из N—1 линейных алгебраи
ческих уравнений относительно N+  1 неизвестных иа, и2, . . . ,  uN. Два 
недостающих уравнения получаются путем аппроксимации гранич
ных условий (2). Одним из этих уравнений является условие uN=
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= p2, а второе может быть получено интегро-интерноляционным ме
тодом. Для этого проинтегрируем основное уравнение (1) на отрез 
ке [0, *,/,], где х./2 = 0,5*:

*■/. ХУ,
w'A ~ wa— J q (х) и (х) d x j  f(x)dx =  0. (8)

о о
Полагая, как и ранее, да,_1/2~  щи- ., получим при i = I, что wui = 
= aiu - l. Выражение для w0 следует из граничного условия при х = 
= 0: ш0=  —pj +  puo- Наконец, полагая

*■/, *%
 ̂ q (х) и (х) d x ^ ,u 0  ̂ q (х) dx,

6 0
получим из тождества (8) разностное уравнение

а1ихл~~$ио + И 1 — и0 \ q(x)dx+  ^ f(x)dx =  0. (9)
о О

Обозначая

перепишем уравнение (9) в виде
—й,их 0-Ь (|}-|-0,5hda) и0 = ц! +  0,5/кро.

Из этой записи видно, что полученное уравнение является разност
ным аналогом граничного условия —k (0) и' (0) +  $и (0) = р,.

В дальнейшем решение разностной задачи в отличие от реше
ния дифференциальной задачи будем обозначать буквой у, так что 
у, — у (х,-), х;есол. Объединяя все уравнения (7), (9), получаем сле
дующую разностную схему для задачи (1), (2):

(ay-)x,i — diyi +  ф£ =  0, t '= l ,2 ,  . . . , N — 1, ^
—а 1Ух,о+ (р+0,5й^0) г/0 =  р, +  0,5/цр0, yN = р2.

При анализе разностной схемы (10), как впрочем и любой дру
гой разностной схемы, возникают следующие вопросы: а) существо
вание и единственность решения системы линейных алгебраических 
уравнений (10); б) каким методом надо отыскивать это решение; 
в) какое отношение имеет система разностных уравнений (10) к ис
ходной задаче (1), (2), иначе говоря, переходит ли разностное урав
нение (10) в уравнение (1), если шаг сетки h стремится к нулю? 
Это вопрос об аппроксимации дифференциальной задачи (1), (2) 
разностной схемой (10); г) сходится ли решение у(х) разностной 
задачи к решению и{х) дифференциальной задачи при й-И)?

На первые два вопроса можно ответить немедленно. Разностная 
задача (10) является типичным примером задачи, которая решает
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ся методом прогонки, изложенным в п. 7 § 4 ч. I. Систему уравнений
(10) можно записать в виде

А{у{- — С(у, + Вху<+1 = —Fu £ =  1 ,2 , . . . ,  М— 1,

Уо =  «l^/i +  P i, 0л/ =
где

А{=аи В{ = а{+и Ci = ai+ ai+l + h1di, F ^ h ? ^ ,  *2 = 0,
х  _______________ !____________  ~ _  h (Ц 4+  0,5/кро)

1 1 +  Aê 1 (Р +  0,5Arf0) ’ И а,
Из условий щ>0, (З^О, d ^ O  следует, что C ^ A ^ B i X ) ,  т. е. вы
полнены условия устойчивости прогонки. Поэтому разностная зада
ча (10) однозначно разрешима и ее можно решать методом прогон
ки по формулам (44) — (46) из § 4 ч. 1.

Вопросы аппроксимации и сходимости обсуждаются в следую
щем параграфе.

§ 3. Исследование аппроксимации и сходимости
1. Аппроксимация дифференциального уравнения. В § 2 рассма

тривалась краевая задача
(k(x)u'(x))'—q(x)ti(x)-\-f(x) =0, 0<х<1,  (1)

—k(0)u'(0) + р«(0) = р„ и(/)=р2, (2)
k ( x ) ^ C i >  0, Pj^sO,

для которой интегро-интерполяционным методом была построена 
разностная схема

(ау-)хЛ — ditji +  ф,- =  0, £ = 1 ,2 , . . . .  N — 1, (3)
— ахУх,о +  &/<>=: Pi, Ум =  р2, (4)

где

Н И d x

k (х) £= 1, 2, . . .  , N, (5 )

Xt+Vi f Xt+Vt
di =  j  J  q(x) dx, qa =  j -  J  / (x) dx, i =  1, 2, . .. , N — 1, (6)

x i - v ,

P ■= P + 0,5/id„, =  Pi - f  0,5/icp0,
0.5/1 0,5/1

d„ —' J __
0,5 h

j  q{x)dx, Фо: 0,5ft
/ (.tj dx.

Обозначим через Lu(x) левую часть уравнения (1) и через 
Lhy{ — левую часть уравнения (3), т. е.
Lu (х) =  (k (х) и'У — q(x)u (х) +  /  (х), Uyi  =  (ау-)х,; — dcyi +  ф£.
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Пусть v(x) — достаточно гладкая функция и v(xi) — ее значение в 
точке х, сетки

со h={x{ = i h ,  i  = О, 1, N, hN = /}. (7)
Говорят, что разностный оператор Lh аппроксимирует дифферен

циальный оператор L в точке х = хи если разность Ьки{—Lv(x{) стре
мится к нулю при ft—>-0. В этом случае говорят также, что разност
ное уравнение (3) аппроксимирует дифференциальное уравнение 
(1).

Чтобы установить наличие аппроксимации, достаточно разло
жить по формуле Тейлора в точке x = xt значения vi±l = v(x1± h ) , 
входящие в разностное выражение Lhv{. Большая часть этой работы 
проделана в § 1, где показано, что при условиях

=  К  (А -,) +  О  ( / I 2) ,  Д‘Ч 1 о+ а ‘ - =  k ( X t )  +  О ( / I 2)  ( 8 )
h 2

выполняется соотношение
(аг^)х — (k (х) и' (х))’ \х=н =  О (/г2).

Если кроме того, докажем, что
Ф = д{х{) +  0(/г2), ф4 =  /(*4) +  0(ft2) , (9)

то тем самым будет установлено, что оператор Lh аппроксимирует 
L со вторым порядком по ft, т. е.

LkVi—Lv (х{) =  О (ft2) , t=  1, 2, . . . .  N—1. (10)
Итак, доказательство второго порядка аппроксимации сводится 

к проверке условий (8), (9) для коэффициентов (5), (6). Проверим 
сначала выполнение условий (8). Обозначая р (х) =ft~‘ (х), получим

—  =  4 "  \ Р М dx =  Pt-v. +  p’i~'/' +  0a; h J 12
хс-1

следовательно, 

at =  ki-y, 

Аналогично

~ ^  +  0 Ю  =  к ^ ^ ^  +  0(1Р). 
Pi-1/2 1* Pi

fli+l =  î+Vi----ГГ ~T +  О (^3)*Iz

Отсюда получим

a^  + aL = k ( Xi) +  0(h*),

ai+1 +  о  (/I2) = k ’ (xt) +  0  (ft2),
h h

t . e. условия (8) выполнены. Условия (9) выполнены в силу того,
266



что замена интегралов (6) значениями qu /,• соответствует прибли
женному вычислению этих интегралов по формуле прямоугольни
ков с узлом в середине отрезка интегрирования.

2. Аппроксимация граничного условия. Исследуем погрешность 
аппроксимации разностного граничного условия (4). Обозначим 
lhv{0) =  —fli^o+p^o- Если v(x) — произвольная достаточно глад
кая функция, то очевидно

Uv(Q) = -k (0)v ' (0 )  +  $v(0) + 0(h),

т. е. имеет место аппроксимация первого порядка по ft. Однако если 
v = u(x) — решение задачи (1), (2), то разностное граничное усло
вие (4) имеет второй порядок аппроксимации, т. е.

— a-iUx,о +  рuQ — \i1 =  — k (0) и’ (0) +  Ри (0) — pj +  О (ft2).

Докажем последнее утверждение. Используя разложения 
их о~ (Ц, u0) jh = u (х1/2) + 0(ft ), x1/2 = 0,5ft,

й-i — ki/i+ 0  (/г2) ,
получим
<hu*.0 — w% +  0 (h2) — W0 +  0,5hw’o -f О (ft2) =

=  k (0) и' (0) +  0,5ft (ku')' (0) +  О (ft2).
Отсюда имеем
lku (0) =  — k (0) u' (0) — 0,5ft {ku')' (0) +  pu0 — +  О (ft2) =

=  [ -  k (0) u' (0) +  pи (0) -Hil+0,5/1 [ -  (ku1)' (0) +  d0u , - %] +  О (ft2) 
Учитывая граничное условие (2), получаем

Lu (0) =0,5ft [ -  (ftи ')' (0) + d„Ho-(p„] +  О (ft2) .

Выражение, стоящее в квадратных скобках, преобразуем, учиты
вая уравнение (1 ) ,к виду
— (ku ')'(0 )+ d0u0—<p0= — {ku') ' (0)+q{0)u(0)—f(0) +

+ № - < 7 ( О Ж - ( / ( 0 ) - Фо) =  (d0—q (0)) «о— (/ (0) —ф0) •

Из соотношений
ХУ,

d°=:'ohh J cl(x)dx =  q{0) +  O{h), 9 0 =  f(0) +  0(h)
0

получаем
l h U  (0) =  —  +  pu 0 —  jTj =  0  (ft2),

что и требовалось доказать.
Таким образом, при достаточной гладкости коэффициентов k(x),  

q{x), f(x) и решения и(х) разностная схема (10) аппроксимирует 
исходную задачу (2) со вторым порядком по ft.
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При практическом использовании разностной схемы для нахож
дения ее коэффициентов не обязательно вычислять интегралы (4), 
(6)  точно. Можно воспользоваться коэффициентами, полученными 
путем замены этих интегралов квадратурными формулами, имею
щими точность О (/г2) и выше. Например, в результате применения 
формулы прямоугольников получим следующие коэффициенты: а{ = 
=  k{ Xi — 0,5/i), di  =  q ( X i ) ,  q>i =  f ( Xi ) .

Применяя формулу трапеций, получим

dr- 4;-% +  41+■/, фг = И/,

Представление коэффициентов разностной схемы в виде интегра
лов (4), (6) оказывается полезным при исследовании сходимости в 
случае разрывных функций k(x) , q (х) , f(x) (см. [32]).

3. Уравнение для погрешности. Решение yi-y(Xi)  разностной 
задачи (3), (4) зависит от шага h сетки, у(х{) =yh(Xi) . По сущест
ву, мы имеем семейство решений {г/Л (*,)}, зависящее от параметра 
/г. Говорят, что решение ун{х) разностной задачи сходится к реше
нию и(х) исходной дифференциальной задачи, если при /г->-0 по
грешность yh(xi)—и(х{), i = 0, 1, . . .  , (V, стремится к нулю в некото
рой норме. В настоящем параграфе в качестве такой нормы будем 
брать норму в сеточном пространстве C(cah), т. е. положим 
||ук — и\с — max |yh(xt)—ы(я4) | .  Говорят, что разностная схема

имеет m-й порядок точности (или сходится с порядком т ) ,  если

где т > 0 , М > 0 — константы, не зависящие от h.
Выше было установлено, что схема (3), (4) имеет второй поря

док аппроксимации. Докажем теперь, что эта схема имеет и второй 
порядок точности. Для этого прежде всего выпишем уравнение, ко
торому удовлетворяет погрешность = —«(хД. Подставим г/* = 
= г{—и(х{) в уравнения (3), (4). Тогда получим уравнения

(az-)xj  — diZi =  — vpi, i =  1, 2, . . . , N — 1, (11)
— ajZ*.„ +  pz0 =  Vj, 2,.v =  0, (12)

где обозначено
Ti =  — (a«-)*,i +  diUi +  ф i, vr =  ayux, 0 — P«0 +  Pi-

Функция i]x, входящая в правую часть уравнения (11), называ
ется погрешностью аппроксимации дифференциального уравнения 
(1) разностным уравнением (3) на решении задачи (1), (2). В п. 1 
было показано, что -ф£ =  0(Л2) при h-*-0, £ = 1 ,2 , . . . ,  N—1. Аналогич
но, величина v, является по определению погрешностью аппрокси
мации краевого условия (2) разностным краевым условием (4) на 
решении задачи (1), (2), причем V[=0 (h2) . Таким образом, струк
тура уравнений для погрешности (11), (12) та же, что и у разност
ной схемы (3), (4), отличаются только правые части.
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Чтобы доказать сходимость разностной схемы, оценим решение 
задачи (11), (12) через правые части ф;, vt, т. е. получим неравенст
во вида

NUo,,) <  MlflWIcbo,,) +  I V1 I) (13^

с константой Mu не зависящей от h. Из этого неравенства и будет 
следовать, что ilz||C((0(i) = 0 ( h 2).

Отметим, что неравенства вида (13), называемые априорными 
оценками, нашли широкое применение в теории разностных схем. 
Поскольку структура уравнений для погрешности (11), (12) та же, 
что и у разностной схемы (3), (4), а отличаются только правые 
части, то оценка (13) выполняется одновременно с аналогичной 
оценкой

1|у 1с«йй) ^  (II сР|1с«лЛ) +  I Н-1 1)

для разностной схемы (3), (4) при р2=0. Последняя оценка выра
жает устойчивость решения разностной задачи по правым частям ср 
и р,.

4. Разностные тождества и неравенства. Для того чтобы дока
зать неравенство (13), нам потребуются некоторые разностные тож
дества и неравенства. Будем рассматривать сеточные функции, за
данные на сетке (7). Обозначим г/;=у(х*), г/*,= (Уй-г—у,)/й.

N - 1  Л /

y - * . t  =  ( y r - y i - i ) l h < ( y .  v )  =  2  y p i h ,  (y, v] =  2  y v c h .
i=1 1 = 1

Справедливо следующее разностное тождество:
{У, Vx) =  — (v,y~] + y.vVA' — yavx. (14)

Действительно,
N-x N - l  N N - 1

( y ,  Vx) =  2  yiVx-ih =  2 y i  (yi+1 —  Ui) —  2  y i~lVi ~~ S  y m  =
1=1 i= 1 i= 2

N N

— 2  yt- iy‘' ôyi — 2 yiUi + yNVN =
i=i г=i

N

=  —  2 Vi ~  y t - J  +  y ^ VN— ^oy i .
t—i

что и требовалось доказать. Тождество (14) называется формулой 
суммирования по частям.

Подставляя в (14) вместо v выражение az- и вместо у функцию 
г, получаем первую разностную формулу Грина

(2, (й2-)х) =  — (а, (г-)2] +  aNz- NzN — 042*.ог0. (15)

Здесь (а, (г-)2] =  2  ai (zj ,)2 й. В частности, если 2„=0  (как в 
1=1
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(16)

задаче (11), (12)), то получим
(г, (аг-)х) =  — (a, z\] — a&'oZo.

Обозначим
N

ll^ ]|2=  2 t e / A
i— 1

и докажем, что для любой сеточной функции zu удовлетворяющей 
условию zN = 0, справедливо неравенство

||2|Р<иА) • (17)

Для доказательства воспользуемся тождеством
N  N  _

2{ =  —  2  % , /  =  —  2  ^ / / г г 7 . / ) ’ i = 0 , l ,  , N — 1,
J— L+1

и применим неравенство Коши — Буняковского

2  aibi

Тогда получим
N

/ = И - 1

N

N  \  (  N2 \ / VI К2
2  а'j—Ul / Vj'=t‘+i2  ■

N N

М 2 <  2  М  2  hzh  М - * >  2  hzh ^ 1 2 hzh<
\/=i+i j  \/=t'+1 /  /=i+i /=i

откуда сразу следует неравенство (17).
5. Доказательство сходимости. Возвращаясь к доказательству 

сходимости схемы (3), (4), получим тождество, которому удовле
творяет погрешность г{ = у{—u(xf). Для этого умножим уравнение
(11) на hZi и просуммируем по i от 1 до N—1. Тогда получим

((о2-)х, z) — (d, г2) =  — (ip, г)

Отсюда, применяя разностную формулу Грина (16), получим 
(а, z\] +  axzX'az0 +  (d, г2) =  (ф, г).

Далее, согласно (12) имеем
аЛ ,0г0 =  р2аи — vjz0,

следовательно, справедливо тождество
(а, z|] +  Рго +  (d, г2) =  (ф, z) +  v^,. (18)

Из этого тождества и будет сейчас выведено требуемое неравенство 
вида (13).

Заметим прежде всего, что если
k ( x ) ^ c 1> 0, р > 0 , q(x)^s  О,
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то коэффициенты разностной схемы (3), (4) удовлетворяют нера
венствам

a.^sc.X ), р> 0 , d ^ O .  (19)
Это утверждение сразу следует из явного представления коэффици
ентов (5), (6).

Воспользовавшись (19), оценим слагаемые, входящие в левую 
часть тождества (18), следующим образом:

(а- 41 =  2  a^ J l ^ 2  zl i h = ci I^  I2-

pz02 >  О, (d, z2) ^ 0 .

Тогда придем к неравенству
Cil|z-]|2< |( ^ ,  z)| 4- l’i | |z0|. (20)

Оценим сверху правую часть этого неравенства. Будем иметь

0 M ) |  +  K l | z o | <  2  М,г112«1А +  К П го К
1=1

< ! 2 lc(«B/l)^ 2  l ^  +  N  j .

Подставляя эту оценку в (20) и учитывая неравенство (17), полу
чим

-уЧИсКо/Р ^  1̂ 2  I ^ ‘\h +  IV1 1^1Ис(И/1)>

т. е.

+  К  | ) -
Окончательно

1 г 1 C{ah) г ^ “ ( / Н 1 с ( ш ;1) “ Ь  1 V 1 D-

Поскольку 1Ф||С(Ш j = 0 ( h 2), |Vl|= 0 ( / i2), из неравенства (21)
следует, что погрешность 2, = у;—и(х{) также является величиной 
0( h2) при h—>-0. Итак, справедливо следующее утверждение.

Пусть k(x) — непрерывно дифференцируемая и q(x), f(x) — не
прерывные функции при х е [ 0 , /], решение и{х) задачи (1), (2) об
ладает непрерывными четвертыми производными. Пусть коэффици
енты разностной схемы (3), (4) удовлетворяют условиям (8), (9),
(19). Тогда решение разностной задачи (3), (4) сходится при h-+0 
к решению исходной дифференциальной задачи (1), (2) со вторым
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порядком по h, так что выполняется оценка

\ \ y ~ l4 cw Mh\

где М —  постоянная, не зависящая от /г.

З а м е ч а н и я .  I. Из доказательства видно, что конкретный вид коэффици
ентов (5), (6) не влияет на справедливость высказанного утверждения, важно 
лишь выполнение условий (8), (9), (19). 2. Можно ослабить требования на глад
кость коэффициентов k(x), q(x), f(x) и решения и(х),  однако при этом априор
ные оценки вида (21) становятся бесполезными, так как норма |[ ф |fc(M/l) может
и не стремиться к нулю. Доказательство сходимости в классе разрывных коэф
фициентов и в случае неравномерных сеток, основанное на оценках погрешности 
у , —u(Xi) через слабые нормы погрешности аппроксимации ф,-, например нормы

N - 1 i

вида ||ф|| =  2  h 2 А*/ , можно найти в [32].
t=i /=1

§ 4. Разностные схемы для уравнения теплопроводности

1. Исходная задача. Будем рассматривать следующую первую 
краевую задачу для уравнения теплопроводности с постоянными 
коэффициентами. В области {0<х<1, 0 < (^ Г }  требуется найти ре
шение уравнения

ди
dt

дЧ 
дх2 +  f (х, (1)

удовлетворяющее начальному условию
и(х, 0) = и 0(х) (2)

и граничным условиям
«(О, t) = ц 1((), ы(1, 0  =|ха(0- (3)

Здесь и0(х), p.i((), р2(^)— заданные функции. Известно (см. 
[41]), что при определенных предположениях гладкости решение 
задачи (1) — (3) существует и единственно. В дальнейшем при ис
следовании аппроксимации разностных схем будем предполагать, 
что решение и(х, t) обладает необходимым по ходу изложения чис
лом производных по х и по t. Решение задачи (1) — (3) удовлетво
ряет принципу максимума и тем самым непрерывно зависит от на
чальных и граничных данных.

2. Явная схема. Как всегда, для построения разностной схемы 
надо прежде всего ввести сетку в области изменения независимых 
переменных и задать шаблон, т. е. множество точек сетки, участ
вующих в аппроксимации дифференциального выражения. Введем 
сетку по переменному л; такую же, как и в § 3, т. е.

<i>h={Xi = ih, ( =  0, 1 ,...  , М, hN = 1}, 

и сетку по переменному ( с шагом т, которую обозначим 
шт =  {(п =  /гт, п = 0, 1, . . . ,  К, Кт = Т}.
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Точки (x;, in), i = 0, 1, . . .  , N, n = 0, 1 К, образуют узлы прост
ранственно-временной сетки соЛг =  соЛХсот (см. рис. 10). Узлы (х,-, 
tn) , принадлежащие отрезкам / (,= ( О ^ х ^  1, / = 0}, / 4= {х = 0, 0 ^ / ^ :  
^ Т } ,  / 2={х=1, O ^ t ^ T } ,  называются
граничными узлами сетки (оЛ>т> а осталь
ные узлы — внутренними. На рис. 10 гра
ничные узлы обозначены крестиками, 
а внутренние — кружочками.

Слоем называется множество всех уз
лов сетки иЛ|Т, имеющих одну и ту же 
временную координату. Так, п-м слоем 
называется множество узлов

(Ху, С) , (х4, С) 1 * * * j (хн, tny.
Для функции у(х, t), определенной на 

сетке (щ,Т) введем обозначения у^=
= у(хи tn),

Рис. 10. Пространственно- 
временная сетка e>h, х

Уы ■■ уГ ~ у?
у-я  Х.Х

y ^ - ^ l  + yU (4)т " Л2

Иногда для упрощения записи индексы i и п будем опускать, обо
значая yt= уЬ, ухх= у-ххЛ.

(Х1-Ь*п) (xiî n) (Х1+11̂п) 
a

(X[,tn)
6

(X i -  b^n+l) (x ii^ n  + l)  f a +Ь ^n+l) (■XlJn+i)

(хс-1^п) (xL^n) (Х/Л7̂ п) (XL̂ n) (Xi\1i^n)

(xL^n-l)
i) <?

Рис. II. Шаблоны разностных схем: а — явная схема; б — чисто неявная схема; 
в — симметричная схема; г — трехслойная схема

Чтобы аппроксимировать уравнение ( I )  в точке (xtl t n) ,  введем 
шаблон, изображенный на рис. П, а и состоящий из четырех узлов 
(х1±1, tn), (Xi, tn), (xu tn+i). Производную du/dt заменим в точке (х;, 
tn) разностным отношением у1},с, а производную дги!дх2 — второй 
разностной производной у~х t. Правую часть /(х , t) заменим при-
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ближенно сеточной функцией qtf в качестве <pf можно взять одно 
из следующих выражений:

Х1+У, *п+1 хС + Уг
1j f(x, tn)dx, —  j dt j  f  {x, t)dx.

tn xi-y,

В результате получим разностное уравнение 
С 1-У? у1+1 +  У?-1

т ft2
•г я+  ф i . (5)

которое аппроксимирует исходное дифференциальное уравнение в 
точке (xi7 £„) с первым порядком по т и вторым порядком по h при 
условии, что разность <р7‘—f (x it tn) имеет тот же порядок малости.

Под разностной схемой понимается совокупность разностных 
уравнений, аппроксимирующих основное дифференциальное урав
нение во всех внутренних узлах сетки и дополнительные (началь
ные и граничные) условия — в граничных узлах сетки. Разностную 
схему по аналогии с дифференциальной задачей будем называть 
также разностной задачей. В данном случае разностная схема име
ет вид

г/Г1 — у1 У и , - Ч  + у и  
л2

+ п
Ф г ,

1 =  1, 2, . . . ,  N— 1, n = 0, 1, . . . .  К— 1, hN= 1, Кт = Т, (6)
Уа =  Hi (tn), Уы =  Иг (tn), п =  0, 1 , 2 ,  . . .  , К, 

y ° i= u 0(Xi), £ =  0, 1......... N.

Эта схема представляет собой систему линейных алгебраиче
ских уравнений с числом уравнений, равным числу неизвестных. 
Находить решение такой системы следует по слоям. Решение на ну
левом слое задано начальными условиямиу° = иа(х{), £ = 0, 1........N.
Если решение у?, £ =  0, 1, . . .  , N, на слое п уже найдено, то реше
н и е ^ 1 на слое п+ 1 находится по явной формуле

УГ1 =  t f  +  Т  (yn-x i +  ф'г), £ = 1 ,2 -------N -  1, (7)

а значения у"*1 =  Hi (£n+i), yNrl = \x2(tn+i) доопределяются из гранич
ных условий. По этой причине схема (6) называется явной разност
ной схемой. Несколько позже мы познакомимся и с неявными схе
мами, в которых для нахождения у Т 1 при заданных у* требуется 
решать систему уравнений.

Погрешность разностной схемы (6) определяется как разность 
2i" = H"—а(хи tn) между решением задачи (6) и решением исход
ной задачи (1) — (3). Подставляя в (6) yl = z* + u(xi, £„), получим
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у р а в н е н и е  д л я  п о г р еш н о ст и

■ 2 * ? + ^
А2 +  Фы

i = l , 2 , . . . ,  N—1, п = 0, 1, . . .  , К 1, hN= 1, Кт=Т, 

г" =  2." =  0, n =  1, 2......... /С, Z? =  0, i =  0, 1, . . .  , N,
(8)

где ф? =  — и?,; +  . +  ср" — погрешность аппроксимации раз
ностной схемы (6) на решении задачи (1) — (3), ф? = 0 (т + /г2). 
Можно оценить решение гГ уравнения (8) через правую часть ф? 
и доказать тем самым сходимость разностной схемы (6) с первым 
порядком по т и вторым — по h. Однако это исследование мы отло
жим до § 3 гл. 3, а сейчас на примере схемы (6) продемонстрируем 
один распространенный прием исследования разностных схем с по
стоянными коэффициентами, называемый методом гармоник. Хотя 
данный метод не является достаточно обоснованным, в частности 
не учитывает влияния граничных условий и правых частей, он по
зволяет легко найти необходимые условия устойчивости и сходимо
сти разностных схем. Покажем, например, что явную схему (6) 
можно применять лишь при условии т ^ 0 ,5 h2, означающем, что шаг 
по времени надо брать достаточно малым.

Рассмотрим уравнение
уГ ' - У / у!+1 — 2̂ / +  У1-1

А2 (9)

т. е. однородное уравнение, соответствующее (5). Будем искать 
частные решения уравнения (9), имеющие вид

У1 (ф) =  qnei'k(t>, (10)
где i — мнимая единица, ф — любое действительное число и q — чис
ло, подлежащее определению. Подставляя (10) в уравнение (9) и 
сокращая на e iih,f, получим

q -  1 _  / ,ф- 2  +  e~ihv
г О *х hr

откуда найдем
Я — 1 4ysia2^L , У =  ^  . (И)

Начальные условия z/° (ф) =е'м , соответствующие решениям 
вида (10) (их называют гармониками), ограничены. Если для не
которого ф множитель q станет по модулю больше единицы, то ре
шение вида (10) будет неограниченно возрастать при п -+ о о .  
В этом случае разностное уравнение (9) называется неустойчивым, 
поскольку нарушается непрерывная зависимость его решения от 
начальных условий. Если же |^ |^ 1  для всех действительных <р, то
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все решения вида (10) ограничены при любом п и разностное урав
нение (9) называется устойчивым. В случае неустойчивости найти 
решение разностной задачи (6) по формулам (7) практически не
возможно, так как погрешности (например погрешности округле
ния), внесенные в начальный момент времени, будут неограничен
но возрастать при увеличении п. Такие разностные схемы называ
ются неустойчивыми.

Для уравнения (9) неравенство |<7|^1 выполняется согласно 
(11) при всех ф тогда и только тогда, когда ^^0 ,5 . Таким образом, 
использование схемы (6) возможно лишь при выполнении условия 
т^0,5/г2. Разностные схемы, устойчивые лишь при некотором огра
ничении на отношение шагов по пространству и по времени, назы
ваются условно устойчивыми. Следовательно, схема (6) условно 
устойчива, причем условие устойчивости имеет вид х/к2̂ .0,5. Ус
ловно устойчивые схемы для уравнений параболического типа ис
пользуются редко, так как они накладывают слишком сильное 
ограничение на шаг по времени. Действительно, пусть, например, 
h—10-2. Тогда шаг т не должен превосходить 0,5 -10-4, и для того 
чтобы вычислить решение у* при t=  1, надо взять число шагов по 
времени n=x~l^ 2 - 104, т. е. провести не менее 2-104 вычислений 
по формулам (7). В следующем пункте будет показано, что многие 
неявные схемы лишены этого недостатка и являются устойчивыми 
при любых шагах h и т. Такие схемы называются абсолютно ус
тойчивыми.

3. Неявные схемы. Чисто неявной разностной схемой для урав
нения теплопроводности (схемой с опережением) называется раз
ностная схема, использующая шаблон (xittn), (xi±l, tn+l), (хи tn+l) 
(см. рис. 11, б) и имеющая вид

уГ 1- у! „п+1 г>,/1 + 1Уиу — 2Ус ' 
Л2 ' ф* ) (12)

1 ,2 , . . . ,  N—l, п=0, 1,. .. , К—\,
У а == P i (Ci+i) i Уы =  Рг (^i+i)> /Г =  0, 1, . . . ,  К  —  1, 

у1 =  и0{хс), 1 =  0 ,1 .........N.
Здесь ф" =f(Xi, tn+i) -\-0(x + hl). Схема имеет первый порядок 

аппроксимации по х и второй — по h. Решение системы (12) нахо
дится, как и в случае явной схемы, по слоям, начиная с и=1. Одна
ко теперь, в отличие от явной схемы, для нахождения уТ 1 по 
известным yt требуется решить систему уравнений

УУи1 -  (1 +  2Т) У’Г 1 +  yy?-i =  — Ft, i '= l , 2 ........ N — 1,

Уо = Pl(^n+l)i Ух — P2(^ri)i

где j= x/h2, Ft ~ у 1  4- тф?. Эту систему можно решать методом 
прогонки (см. п. 7 § 4 ч. I), так как условия устойчивости прогонки 
выполнены.
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Для исследования устойчивости разностной схемы (12) будем 
искать частные решения уравнения

уГ 1 — у 1 - 2  у ^  + у^Ц
h2

имеющие вид (10). Тогда получим

, _ ( 1  +  4т5т > 'А Г . y = j r .

следовательно, [<7|^1 при любых ф, т, h. Таким образом, схема
(12) абсолютно устойчива, т. е. устойчива при любых шагах т и h. 
Абсолютная устойчивость является основным преимуществом не
явных схем. Теперь уже не надо брать шаг т слишком малым, 
можно взять, например, т=/г=10_г. Величина шагов сетки т, h 
определяется теперь необходимой точностью расчета, а не сообра
жениями устойчивости.

Шеститочечной симметричной схемой называется разностная 
схема

■ _  ип ,У i___ У[_ __ _1_ / «4-1
т ~  2 ' у\х.Ь +  т". (14)

для которой начальные и граничные условия задаются так же, как 
и в схеме (12). Эта схема использует шеститочечный шаблон, изо
браженный на рис. 11, в.

Предлагаем читателю самостоятельно доказать, что эта схема 
имеет второй порядок аппроксимации как по h, так и по т (если 
только ф? =f(xu z1„ + 0,5t)+ O ( t2+ / i2)), она абсолютно устойчива 
и ее можно решать методом прогонки.

Обобщением трех рассмотренных схем является однопарамет
рическое семейство схем с весами. Зададим произвольный дейст
вительный параметр о и определим разностную схему

у Г ~ у 1

i = 1 , 2 , . . . ,  N—l,  n = 0 ,  1.........../С— 1,

Уп =  P i (^im), Уы —  р2 (̂ /и-i), п —  0 , 1, . . . ,  К  ■ 1,

— ио (х;)> t =  0, 1, . . ., N.

(15)

При а=0 получим отсюда явную схему, при а=1 — чисто неяв
ную схему и при о=0,5 — симметричную схему (14). Исследуем 
погрешность аппроксимации схемы (15) на решении исходной за
дачи (1) — (3). Представим решение задачи (15) в виде у? =  
=и (Xj. tn) -(- г1}, где u(x{,t„) — точное решение дифференциальной 
задачи (1) — (3). Тогда для погрешности получим систему
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у р а в н е н и й

а  г - (16)

i= l ,2 ____N - 1, п = 0,1____ /С-1,
=  z"+1 =  0, п =  0, 1, . . ., К — 1, г» =  0, t =  О, 1, . . ., IV.

Сеточная функция гр”, входящая в правую часть уравнения
(16) и равная

Ф* =  аы«,( +  0  — °) Uxx,i — 11t.t +  4>i. (17>
называется погрешностью аппроксимации схемы (15) на решении 
задачи (1) — (3). Получим первые члены разложения функции г|з“ 
по степеням h и т. Будем разлагать все функции, входящие в вы
ражение для ф?, по формуле Тейлора в точке (хь /п+0,5т). 
Учитывая разложения u.t,i = u(xu tn+l/2) -\-0( т2), uxx,i= u "(x
+  ^2 uIV(Xi)+0(/i4), где и" = d2ujdx2, u=dujdt, tn+i/2= tn+ 0,5т, по
лучим

Ч>” =  СГ [ и (Xi, tnn) + 4
12

-иIV

+  — W1V 
12

(Xi, /n+i)j +  (1 — о) и̂" (Xi, tn) +

( X i ,  tn) j  —  u ( X i ,  tnl Vl)  +  Ф'1 +  о ( т 2) - f  О ( / l4) .

Отсюда, проводя разложение в точке {хи tn+i/2) и обозначая и=  
= и(хи tn+l/2), будем иметь

Ф? =  («' +  \  «' +  7 ^ wlv) +  (1 — а) (
/, Т ■ „ . Н2и ----- и -4- —  и

2 12

- ц  +  Ф? +  0(т2) +  0(/г4)
и, перегруппировывая слагаемые, получим, что

ф? =  (и" — и +  ф?) +  (а — 0,5) то" +  4 IV +  0 (т2 -f /i4).

Учитывая уравнение (1) u"—u= —f и следствие из него uIV—u"=  
= —/7/, окончательно можем записать, что

Ф
li(2

0,5) т +  —  
7 12

и" + ф" — / (•«£, /„+!/,)
- ~ Г ( х ц tn+V2) +  0(T* +  h*). (lb)

Из формулы (18) можно сделать следующие выводы. Если

то схема (15) имеет второй порядок аппроксимации по т и четвер
тый — по h. Такая схема называется схемой повышенного порядка
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аппроксимации. Если

то схема (15) имеет второй порядок аппроксимации по т и по h.  

При остальных значениях о и при ф" =[(хи tn+t) + 0 (x  + h2) схема 
(15) имеет первый порядок аппроксимации по т и второй — по h.

Опуская выкладки, отметим, что если искать решение уравне
ния (15) с ф" =  0 в виде (10), то получим

hm
1 — 47(1 — a) sin2 —

<7 = ----------------1-----„ «Ф
1 +  4уа sin2 —

а  =  0 ,5 ,  <р« =  /  (xi, t n+%) +  О  (т2 +  h \

и | q | ^  1 при всех ф, если
а7з= — 

2 4т
(19)

Отсюда видно, в частности, что все схемы с 0,5 абсолютно 
устойчивы. Схема повышенного порядка аппроксимации (а=о.) 
также абсолютно устойчива, что проверяется непосредственно.

При афО разностная схема (15) является неявной схемой. Для 
нахождения решения yf+1 по заданным у* требуется решать си
стему уравнений

oyynit} -  (1 +  2ау)уГ1 +  ayytl =  -  F?t i =  1 , 2 .. . . . . . .N — 1, (20)
rt+1 / / \ rt-J-1 / / \yo — 1̂1 Ум — 1̂2

где
V =  . Ft =  Vi +  (1 — or) ту-х . +  Тф£.

Система (20) решается методом прогонки. Условия устойчивости 
прогонки (условия (47), (48) из § 4 ч. I) при аф 0 сводятся к не
равенству

11 +  2оу | ^  2 1 ст | к

и выполнены при а ^  —1/(4^). Последнее неравенство следует из 
условия устойчивости (19) разностной схемы.

4. Уравнения с переменными коэффициентами и нелинейные 
уравнения. Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения 
теплопроводности с переменными коэффициентами

P { X ’ t ) l t ~  =  Tx { k { x ' t ) d£ ) + f i x ' t ) ’  ° < х < 1 > 0 < * < 7 \ ( 2 1 )

и(х,0)  =  и№(х), и(0 , 0  =  М О .  и ( 1 , 0 = М 0 ,
где р(х, (), k(x, t) ,  f (x, t)  — достаточно гладкие функции, удовлет
воряющие условиям

0< с ^ к ( х ,  t) ^Zcz, р(х, t ) ^ tc 3>0. (22)
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фиксированном t аппроксимируем в точке (xit t) так же, как и в 
стационарном случае (см. § 1), разностным отношением

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  в ы р а ж е н и е  L u  =  ^ - ( k ( x ,  t ) y j  ПР П к а ж д о м

A(t)yi =  (a (X i,  t) y-)x,i =

h & (Xit-i> t) y^ - yi 
h

a (Xi, t) Ус — yi-i
h (23)

где разностный коэффициент теплопроводности a{xitt) должен 
удовлетворять условиям второго порядка аппроксимации

a {xi+u t) +  a (xt, t) =  2k (xit t) +  О (/г2),
a (xi+1- 0 — a (xi> t)

h =  k'(Xi, t) О (/г2).

Наиболее употребительны следующие выражения для a(Xi,t): 

а (а-,, t) =  0,5 (k (х^ t )  +k  (Xi-U /)), a (xit t )  =  k ^  *t j ,

2k (Xt , t) k (xL, t)
а (хц t) = --------------------- .

k (xL_v  t) +  k (xt, t)

Разностная схема с весами для задачи (21) имеет вид

Р(*/. о —----- — =  Л(0 (oy^1 +  ( \ — o)y'0 +  f(Xi, t) , i=U 2, ...,N  —1,
Т (24)

У о =  Pi (Q. У% =  Рг (in). У01 =  “о (хд-
Здесь в качестве t можно взять любое значение t ^ [ t n, in+,], 

например t= tn-\-0,5т. Если в уравнении (24) о=0,5, то
схема (24) имеет второй порядок аппроксимации по т и по h. При 
остальных значениях а и 2 выполняется первый порядок аппрокси
мации по т и второй — по /г.

При исследовании устойчивости разностных схем с переменны
ми коэффициентами иногда применяется принцип замороженных 
коэффициентов, сводящий задачу к уравнению с постоянными коэф
фициентами. Рассмотрим явную схему, соответствующую уравне
нию (24) с о =  0 и f (xu t) = 0 ,  т. е. схему

и?4-1 -  чп
р {xt, t) ^ =  {a {xt, t) у-х)х,!. (25)т

Предположим, что коэффициенты р(д:и t), а(хи t ) — постоян
ные, р (х;, t) = p = c o n s t ,  a(xitt) = a = c o n s t .  Тогда уравнение (25)  
можно записать в виде

Р
уГ 1- у1

Т
аи-
j  X X
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или
у -+1- у?

=  У*.хх,О
X = та

р

Из п. 2 известно, что последнее уравнение устойчиво при %' = 
т. е. при

та

Р
hL

2

:0,5/t2

(26)

Принцип замороженных коэффициентов утверждает, что схема 
(25) устойчива, если условие (26) выполнено при всех допустимых 
значениях а(хи /), р(х„ t), т. е. если при всех х, t выполнены нера
венства

та (xt, t) ^  /ta 

Р (*/. 2
(27)

Если известно, что 0 < c i^ a ( x i, t ) ^ c 2, р(х,-, £ ) ^ сз> 0 , то неравен
ство (271 будет выполнено при

Л2
СЯ

2с2

Строгое обоснование устойчивости схемы (25) будет дано в при
мере 2 из § 4 гл. 2.

Если параметр 0,5, то из принципа замороженных коэффи
циентов следует абсолютная устойчивость схемы (24).

Рассмотрим теперь первую краевую задачу для нелинейного 
уравнения теплопроводности

1 r = s ( * < “> s ) + '<“>- <28)
В случае нелинейных уравнений, когда заранее неизвестны пре

делы изменения функции k(u),  избегают пользоваться явными схе
мами. Чисто неявная схема, линейная относительно y1+t, £= 1 ,2 ,... 
. . . , Дг— 1, имеет вид

уГ - у? i ,„  
V ~  =  1 1 i+1

И4+1. п+1 1/п+1_ип+1 '
‘ - а ,-  ^  )+ /& ? ) , (29)

где at= 0,Ь (k(y1) +  fe (г/Г-О). Эта схема абсолютно устойчива, имеет 
первый порядок аппроксимации по г и второй — по h. Решение 
у Г \  ‘'= 1 .2 , . . .  , N —1, находится методом прогонки. Заметим, что 
схему (29) можно записать в виде

УЬ =  J  ((ЬУ;)*.1 +  ФУхЬ) +  f

где k^kiy '}).
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Часто используется нелинейная схема

^ - ^ = 4  ( « < оft
v-+1■54+1- Г а {у™) У ? ' ~ №

а (УГ1) =
* (уГ 1) +  * (у?-!1) (30)

Для реализации этой схемы необходимо применить тот или 
иной итерационный метод. Например такой:

(S+1) п [ (S+1)

т ft \  ft
Щ(S+1)

■ a w
У\,< s + l) ■ l/s+1) ill-1 +  f(yf>), (31)

s =  0, 1, . . M — 1, tfi»— y*, у\М) =  У1*.

Здесь s —номер итерации. Как видим, нелинейные коэффициенты 
берутся с предыдущей итерации, а в качестве начального прибли
жения для у"+1 выбирается уп.ш Это начальное приближение тем 
лучше, чем меньше шаг т. Число итераций М задается из сообра
жений точности. В задачах с гладкими коэффициентами при 
k ( u ) ' ^ c i^>0 часто бывает достаточно провести две — три итерации. 
Значения у^+1) на новой итерации находятся из системы (31) ме
тодом прогонки. При М= 1 итерационный метод (31) совпадает с 
разностной схемой (29).

Для приближенного решения нелинейного уравнения (28) при
меняются также схемы предиктор — корректор второго порядка 
точности, аналогичные методу Рунге — Кутта для обыкновенных 
дифференциальных уравнений (см. п. 2 § 1 гл. 6 ч. II). Здесь пере
ход со слоя п на слой п+ 1 осуществляется в два этапа. Приведем 
пример такой схемы. На первом этапе решается неявная линейная 
система уравнений 

«"+'/« _  „п

- - У‘ = (a{y1)yl+l/% ,i+t{y1), 1 =  1,2, . . . .  N -  1,0,5т

&!+* =H i ((«+ 0,5т), у*+,/г =  [i2 (tn +  0,5т),

из которой находятся промежуточные значения t=0, 1, . . .
. . . ,  N. Затем на втором этапе используется симметричная шести
точечная схема для уравнения (28), в которой нелинейные коэф
фициенты а {у), f(y) вычисляются при у =  гф+1/*, т. е. схема

$  Ус 1 //_ /,.я+И\ . Я+1Ч 
------------- ------------=  -  ((а  (Ус )У~Х ) х , г (a(nr*)£h.t) +  f № ' A),

t =  l ,2,  . . . ,  N -  1,
У Г  ~  I11 ((«+i)> У™ ~  Pa ((««)■
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1. Разностные схемы для уравнения колебаний. Рассмотрим 
первую краевую задачу для уравнения колебаний

—  =  — , 0 < х <  1, 0 < t s ^ T ,  (1)
dt* дх*

u (0 ,0  =  p .(0 . u ( U )  =  M 0 ,  0 ^ < 7 \  (2)
u(x, 0) — uo(x), (x, 0) =  u0 (x), 0 < x < l .  (3)ot

Известно (см., например, [41]), что эта задача поставлена кор
ректно, т. е. ее решение существует, оно единственно и непрерывно 
зависит от начальных и граничных данных.

Будем использовать ту же сетку соЛт, что и в § 4, т. е. « Лт =
=  с»ЛХ<01,

— [xi =  ih, i — 0, 1, . . . ,  N, hN =  1},
ЙТ =  {tn — пт, п =  0, 1, . . . ,  К, /Сх =  Т}.

Очевидно, минимальный шаблон, на котором можно аппрокси
мировать уравнение (1), это пятиточечный шаблон, изображенный 
па рис 11, г. Таким образом, в отличие от схем для уравнения теп
лопроводности, в которых использовалось только два временных 
слоя (слои п и п+1), здесь требуется использовать три слоя: п— 1, 
п, п+ 1. Такие схемы называются трехслойными. Их применение 
предполагает, что при нахождении значений у"п  на верхнем слое 
значения на предыдущих слоях у*-1, y f t i = 0 , l , . . . , N  хранятся 
в памяти ЭВМ.

Видимо, простейшей разностной аппроксимацией уравнения (1) 
и граничных условий (2) является следующая система уравнений:

§ 5. Трехслойные разностные схемы

/ / Г  -  2 у 1  +  у " - 1 1 у 1 1 - 2 у г! + у 1 ,
(4 )

та И2

£ = 1 ,  2 , . . .  , i V— 1, / г = 1 ,  2 , .  . . ,  К — 1,

Уо+1 =  Hi  (*n + i), У ^ 1 =  Иг ( 4 + 0 ,  П =  0 ,  1 , . . . .  /С —  1. ( 5)

Разностное уравнение (4) имеет второй порядок погрешности 
аппроксимации по х и по к. Решение у™ выражается явным об
разом через значения на предыдущих слоях:

уТ 1 =  Щ — У'Г +  v (y'U — Щ  +  У11)>
i = l , 2 ____N - 1, ]= x W , м=1, 2 , . . . ,  К—\. (6)

Для начала счета по формулам (6) должны быть заданы зна
чения У\,У\, i=0, 1,. . ., N— 1, N. Из первого начального условия
(3) сразу получаем

у° =  и0(хс), i = l , 2 ,  . . . .  JV— 1. (7)
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Простейшая замена второго из начальных условий (3) уравне
нием (у) — г/?)/т=й0(*0 имеет лишь первый порядок аппроксима
ции по т. Поскольку уравнение (2) аппроксимирует основное урав
нение (1) со вторым порядком, желательно, чтобы и разностное 
начальное условие также имело второй порядок аппроксимации. 
Чтобы добиться этого, воспользуемся разложением

и (х, т ) — и (X , 0) __  ди (х, 0) . т_ д2и (х, 0) , ^  . 2,
т at 2 dt2 ^  1

и учтем, что в силу дифференциального уравнения (1) выполняет
ся равенство

дга (*, 0) _  д,и (х , 0) __  и„ , v 
at2 дх3 ° '  '

Таким образом,
ди(х ,0 )  _ и(х,  т) — и(х,  0) 1 , .Л ,-  ;  J U 0{X) +  U(X),

и, следовательно, разностное уравнение

■ =  «о(^) +  7«оЬ ,н  i = l , 2 ,  . . . .  i V - 1 ,
— »?

(8)

аппроксимирует второе из условий (3) со вторым порядком по т 
и по h.

Совокупность уравнений (4), (5), (7), (8) составляет разност
ную схему, аппроксимирующую исходную задачу (1) — (3).

Покажем еще один способ получения уравнения (8). Уравнение

у \ - уТ  -  ,
-----—------=  “о (*;)> Ус =  У (*,. — т) (9)

аппроксимирует уравнение ut (0, x) = uq(x) со вторым порядком. Чтобы найти 
значения y f 1 запишем уравнение (4) при л =  0:

v t - W  + yJ1
------ ------- =  У - х . ,

и учтем, что г/- =Uo(Xi).  Отсюда получим уф  =  — у] +  2и0 (лг() — .■

Подставляя это выражение для у1~х в уравнение (9), приходим к уравнению (8),

Для исследования устойчивости будем так же, как и в § 4, ис
кать решение уравнения (4) в виде

yn =  qneiih<p_ (Ю)

Подставляя это выражение в (4) и сокращая на е:м, получим 
для q квадратное уравнение

ф — 2 ^1 — 2vsin2^ - j  <7+ 1 = 0 ,  (И)
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Будем считать разностное уравнение (4) устойчивым, если оба 
корня уравнения (11) не превосходят по модулю единицу. Пусть 
ql и q i— корни этого уравнения. Если оба корня действительные, 
то поскольку ^(72= 1 , найдется ср, для которого один из корней 
меньше единицы по модулю, а второй — больше единицы. Если же 
корни комплексно сопряженные, то |^ ,| =  |^ 2| =  1. Таким образом, 
разностное уравнение (4) устойчиво, если при всех действительных
Ф выполняется неравенство ^1— 2'ysin2^2_j ^ 1 ,  т. е. ysm2^ -  <;
^ 1 .  Последнее неравенство выполняется при всех ф, если

т <А. (12)

Строгое обоснование устойчивости схемы (4) будет дано в § 3 
гл. 4.

2. Трехслойные схемы для уравнения теплопроводности. Хотя 
трехслойные схемы для уравнения теплопроводности

ди д*и (13)
dt дх2

применяются значительно реже двухслойных, их иногда используют 
для повышения порядка аппроксимации или для улучшения устой
чивости. Приведем несколько примеров трехслойных схем для 
уравнения (13). На первый взгляд кажется очень естественным 
заменить уравнение (13) явной симметричной схемой второго по
рядка аппроксимации

уГ - у1
2т

у11-2у1+у'1_1
h?

(14)

Однако эта схема совершенно непригодна для использования 
на быстродействующих ЭВМ, поскольку при любых шагах т и h 
она является неустойчивой. Если искать ее решение в виде (10), 
то получим уравнение

Цг +  8у sin2 q — 1 = 0 ,  у =  -^ - ,

один из корней которого по модулю всегда больше единицы.
Если в уравнении (14) заменить значение y'j на полусумму

0.5(*/у+1 +  то получим схему

уГ ~ у]
2т

,,п+1 ,/■-! I ,,пУ/л-У/  —yj +У/~ 1
/I2 (15)

которая интересна тем, что является абсолютно устойчивой, но об
ладает условной аппроксимацией. Обозначим

Ус ■Ус
t.c Ути =

У ^ - 2 у1 + у1-
2т

285



Т о г д а  у р а в н е н и е  (1 5 )  м о ж н о  п е р е п и с а т ь  в в и д е

а t,i
. l а _ а

Д2 У tt.i " УхХ.С

Отсюда легко получить, что уравнение (15) аппроксимирует 
исходное дифференциальное уравнение (13) лишь при условии, что 
т2//г2— при г—>-0, ft—>-0. Погрешность аппроксимации является ве
личиной 0 (т 2+ ft2 +  T2/ft2)- Если же положить, например,
x=ft, то (15) будет аппроксимировать уравнение гиперболическо
го типа

ди , д2и __ д2и

§ 6. Основные понятия теории разностных схем: 
аппроксимация, сходимость, устойчивость

1. Введение. Ранее мы уже встречались с перечисленными в за
главии понятиями в связи с самыми различными примерами раз
ностных схем для конкретных дифференциальных уравнений. В на
стоящем параграфе дается изложение основных понятий теории 
разностных схем и выясняется связь между ними для линейных 
разностных схем самого общего вида, безотносительно к конкрет
ной структуре исходного дифференциального уравнения и ап
проксимирующей его разностной схемы.

Пусть дана исходная дифференциальная задача, которую мы 
запишем в виде

Lu(x)=f{x),  (1)

где xeG , G — область m-мерного пространства, /(х) — заданная 
функция, L — линейный дифференциальный оператор. Предпола
гается, что дополнительные условия (типа начальных и граничных 
условий) учтены оператором L и правой частью /.

В качестве простейшего примера задачи (1) читатель может 
рассмотреть первую краевую задачу —u"(x)=f(x),  0<х<1, и{0) =  
=и (1) =0, хотя в общем случае уравнение (1) может быть много
мерным, в том числе и нестационарным уравнением. Существенно 
в дальнейшем лишь требование линейности оператора L.

Для построения разностной схемы прежде всего вводится сетка 
Gh — конечное множество точек, принадлежащих G, плотность рас
пределения которых характеризуется параметром ft — шагом сетки. 
В общем случае параметр ft —вектор, причем определена |Л) — 
длина вектора ft. Обычно сетка Gh выбирается так, что при 
|f t |—>-0 множество Gh стремится заполнить всю область G. Функ
ция, определенная в точках сетки G, называется сеточной функ
цией.

П р и м е р  1. На отрезке G =  [a, Ь] введем произвольную неравномерную 
сетку Gh, т. е. множество точек

G h =  {xi<^[a, b] \x0= a < x l< . . , < x K =  b}.
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Обозначим h i = X i —Xi-u * =  1, 2, • • • .  N. Тогда h = ( h t..........h„),  | Л | =  max hL.lfSisiA'
(N  \%

Можно определить также | Л | =  I ^  /if I .

П р и м е р  2. На плоскости (х, t) рассматривается область G = { 0 < x < l ,  
0 < /s £ 7 '} .  Сетка Gh состоит из точек {Х{, /„), где X i  =  ih, i =  0, 1, . . . .  N, 
hN =  1, tn — nx, n =  О, 1 , . . . , K,  Кх=Т.  Эта сетка использовалась при аппроксима
ции уравнения теплопроводности в § 4. Здесь можно положить |/г| =у/г2+т2, 
либо 17г | =УЛ2 +  т.

После введения сетки Gh следует заменить в уравнении (1) 
дифференциальный оператор L разностным оператором Lh, правую 
часть f(x) — сеточной функцией срДх). В результате получим си
стему разностных уравнений

Lhyh(x)=cfh(x), x<=Gh, (2)
которая называется разностной схемой или разностной задачей. 
В отличие от дифференциального уравнения решение разностной 
задачи будем обозначать буквой у.

2. Погрешность аппроксимации и погрешность схемы. Перей
дем к изложению основных понятий теории разностных схем: ап
проксимации, корректности (устойчивости) и сходимости. Прежде 
чем давать формальные определения, заметим, что свойство ап
проксимации означает близость разностного оператора к диффе
ренциальному. Отсюда еще не следует, вообще говоря, близость 
решений дифференциального и разностного уравнений. Свойство 
устойчивости разностной схемы является ее внутренним свойством, 
не зависящим от того, аппроксимирует ли эта схема какое-либо 
дифференциальное уравнение (см. 130]). Оказывается, однако, что 
если разностная схема аппроксимирует корректно поставленную 
задачу и устойчива, то ее решение сходится при |й|->-0 к решению 
исходной дифференциальной задачи.

Будем считать, что решение и(х) задачи (1) принадлежит ли
нейному нормированному пространству II-Но —норма в Д,. На
пример, =C[a,b],  I и ||0 — max \и(х)\.  Аналогично считаем,
что сеточные функции г/Л(jc) , qih(x) являются элементами линейного 
нормированного пространства (пространства сеточных функ
ций) с нормой || - Ik. По существу, имеем семейство линейных нор
мированных пространств, зависящее от параметра h.

Чтобы иметь возможность сравнивать функции из различных 
пространств, вводится оператор проектирования ph: Это,
по определению, линейный оператор, сопоставляющий каждой 
функции из некоторую функцию из 3Sh. Для функции ! i e ^ 0 
обозначим через uh ее проекцию на пространство т. е. uh(x) = 
=phu(x).

Приведем примеры операторов проектирования.
П р и м е р  3. Пусть £%0 — пространство непрерывных функций на [0, 1] и

Gh — равномерная сетка с шагом h:
Gh= { X i  =  ih, i = 0 ,  1, . . . .  N, /ЙУ=1}.
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Тогда в качестве оператора проектирования можно взять оператор вычисления 
значения функции в данной точке сетки. Этот оператор определяется следующим 
образом:

(phU)(Xi)=u(Xi),  i =  0, 1..........N.

П р и м е р  4. Пусть 3!а — пространство функций, интегрируемых на [0. 1 ], 
и Gh — та же сетка, что и в предыдущем примере. Тогда в качестве оператора 
проектирования можно взять оператор осреднения

х[+а,ьк

x̂ -o.bh
0,5 h XN

(Ph“) W  =  ^  j" и (x) dx, (phu) (xN) =  ^  J  и (x) dx.
о  Xfj-o,sh

В дальнейшем будем требовать, чтобы нормы в были согла
сованы с нормой в исходном пространстве 38й. Это означает, что 
для любой и е | ,  выполняется условие

lim I рды |[д =  1 и ||0. (3)
|А|—»0

Требование согласования норм обеспечивает единственность 
предела сеточных функций при |/i|-»-0. Действительно, если для 
и, v^<3a имеем lim \\yh—phu\\h= 0, lim Wyh-PhV\\h=Q, то согласно (3)

[h|-»0 1Л|—>0
]|рЛы—рЛи||Л= || (phu -y h) +  (yh- p hv) ||л<  ||рлы—рл||л+ Wyh- p hvlh 

и
1“ — u l lo = lim \ \Ph( u —  v)\\h =  0 ,|/i|—>0

т. е. u=v.
П р и м е р  5. Сеточная норма

11»1»=(2 • АЛГ= 1.

согласована с нормой в L2

I =  [ j  I У (х) I*dx

Сеточная норма.
' N

| 0Иа=(2  К Т  . hN = 1

не согласована ни с одной из норм для функций непрерывного аргумента, так
<30

как ряд ^  |г / , |2 может расходиться. Норма 
1=0

II у U =  т .ах , \ уА

согласована с нормой в С.
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Пусть и(х) — решение исходной задачи (1) и ул(х) — решение 
разностной задачи (2).

О п р е д е л е н и е  1. Сеточная функция zh(x)=yh(x)—phu(x), 
x eC i, называется погрешностью разностной схемы (2).

Подставим yh(x)=phu(x) + z h(x) в уравнение (2). Тогда полу
чим, что погрешность zh(x) удовлетворяет уравнению

U zk(x ) = ^ ( x ),  X(=Gh, (4)
где

фд (х ) =<р„ (х)- L h (phu ( х ) ) =  фЛ (х) —Lhuh ( х ) . (5)
О п р е д е л е н и е  2. Сеточная функция ф,,(х), определенная 

формулой (5), называется погрешностью аппроксимации разност
ной задачи (2) на решении исходной дифференциальной задачи 
( 1).

Преобразуем выражение для фЛ(х). Проектируя уравнение (1) 
на сетку Gh, получим

phLu(x)=phf(x)
или, учитывая принятые обозначения,

(Lu)h(x)=fh(x).
Из (5) и (6) получаем

фь (х) =  [ (Lu) Л (х) — Lhuh (х )  ] +  (ф Л (х)- f h (х)),
т. е.

где
фь(х)=фм (х) +фм (х),

Фм (х) — (Lu) fi (х) —Lhuh (х), фл,2=фл (х) —fh (х).

(6)

(7)
О п р е д е л е н и е  3. Функции -фЛ1 (х) и фЛ2(х) называются, со

ответственно, погрешностью аппроксимации дифференциального 
оператора L разностным оператором Lh и погрешностью аппрокси
мации правой части.

О п р е д е л е н и е  4. Говорят, что разностная задача (2) ап
проксимирует исходную задачу (1), если llî lU—>-0 при |/i|->-0. Раз
ностная схема имеет k-й порядок аппроксимации, если существуют 
постоянные k>0,  Л4,>0, не зависящие от h и такие, что

Аналогично определяются погрешность аппроксимации и поря
док погрешности аппроксимации правых частей и дифференциаль
ного оператора.

З а м е ч а н и е .  Мы видели, что погрешность аппроксимации на решении 
представляется в виде суммы погрешностей аппроксимации дифференциального 
оператора и правой части. Однако порядок погрешности аппроксимации на реше
нии ф может оказаться выше, чем порядок погрешности аппроксимации операто
ра ф, и правой части ф2 в отдельности. Нетрудно, например, показать, что раз
ностное уравнение

ух х . = - ^ '  'Р<=/. +  'Т2 К
Ю  А. А. С ам арский, А. В. Гулил ш



имеет четвертый порядок аппроксимации на решении дифференциального урав
нения

хотя дифференциальный оператор и правая часть аппроксимируются лишь со 
вторым порядком.

3. Корректность разностной схемы. Сходимость. Связь между 
устойчивостью и сходимостью. По аналогии с дифференциальным 
случаем вводится понятие корректности разностной задачи.

О п р е д е л е н и е  5. Разностная схема (2) называется коррект
ной, если 1) ее решение существует и единственно при любых пра
вых частях и 2) существует постоянная М2~>0, не завися
щая от А и такая, что при любых справедлива оценка

IlifftlLsS-MJqjJft. (8)
Свойство 2), означающее непрерывную зависимость, равномер

ную относительно А, решения разностной задачи от правой части, 
называется устойчивостью разностной схемы. Заметим, что требо
вание 1) эквивалентно существованию оператора Ц,1, обратного 
оператору Lh, а требование 2) эквивалентно равномерной по h 
ограниченности оператора Щ1.

Основным вопросом теории разностных схем, как впрочем и 
других приближенных методов, является вопрос о сходимости. 
Сформулируем строго понятие сходимости.

О п р е д е л е н и е  6. Решение разностной задачи (2) сходится 
к решению дифференциальной задачи (1), если при |А|—>-0

\\уи—PhU\\h-+0.
Разностная схема имеет k-й порядок точности, если существу

ют постоянные £>0, Л43>0, не зависящие от А и такие, что
\\Ун—рАы||/.<Л43|А |\

Часто для краткости просто говорят «разностная схема сходит
ся», подразумевая сходимость решения разностной задачи к реше
нию дифференциальной задачи.

Справедлива следующая теорема о связи устойчивости и схо
димости.

Пусть дифференциальная задача (1) поставлена корректно, 
разностная схема (2) является корректной и аппроксимирует ис
ходную задачу (1). Тогда решение разностной задачи (2) сходится 
к решению исходной задачи (1), причем порядок точности совпа
дает с порядком аппроксимации.

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует прямо из определений. Действи
тельно, уравнение для погрешности (4) имеет ту же структуру, что 
и разностная задача (2). Поэтому из требования корректности сле
дует оценка

1|2Л||Л̂ М 2||фЛ||Л. (9)
Поскольку константа Af2 не зависит от А, получаем, что при ЦфЛ!!Л-> 
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->0 норма погрешности zh также стремится к нулю, т. е. схема схо
дится. Если ||г|)Ии<АМ/1 | \ т о  из (9) получим

т. е. разностная схема имеет fe-й порядок точности.
Значение приведенной выше теоремы состоит в том, что она 

позволяет разделить изучение сходимости на два отдельных этапа: 
доказательство аппроксимации и доказательство устойчивости. 
Обычно более сложным этапом является исследование устойчиво
сти, которое состоит в получении оценок вида (8), называемых 
априорными оценками.

З а м е ч а н и е .  Теорема доказана в предположении, что решение уп и пра
вая часть <рл измеряются в одной и той же норме. Однако, изменив соответствую
щие определения, можно легко показать, что теорема остается справедливой и в 
том случае, когда решение измеряется в одной норме, а правая часть — в другой 
(см., например, [32]).

Г Л А В А  2
ПРИНЦИП МАКСИМУМА ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

В § 1, 3 изучается разностная схема для уравнения Пуассона 
в двумерной прямоугольной области. В § 1 формулируется раз
ностная краевая задача и вводится каноническая форма записи 
разностных схем, удобная для применения принципа максимума. 
Такая каноническая форма пригодна не только для разностного 
уравнения Пуассона, но и вообще для любого линейного разност
ного уравнения. В § 2 излагаются основные теоремы принципа 
максимума для разностных схем, записанных в канонической фор
ме. В § 3 принцип максимума применяется к исследованию сходи
мости разностной аппроксимации задачи Дирихле. В § 4, 5 приво
дятся примеры применения принципа максимума к другим стацио
нарным и нестационарным разностным задачам.

§ 1. Разностная аппроксимация задачи Дирихле 
для уравнения Пуассона

1. Постановка разностной задачи. Рассмотрим задачу Дирихле 
для уравнения Пуассона: найти непрерывную в G = G[jr функцию 
и(хи хг), удовлетворяющую уравнению

—  н------  =  — /(* 1 , * 2). х =  {хъ х2) G, (1)
дх\ дх\

и граничному условию
и(х) = р(х), г е Г ,
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где G — прямоугольник,
G={0<xl< l i, 0<х2<12},

Г —его граница, f(x), ц(х) — заданные функции. Предполагаем, 
что f(x), р(х) таковы, что решение задачи (1) существует, единст
венно и является достаточно гладкой функцией. При /= 0  получа
ем задачу Дирихле для уравнения Лапласа

i ^  +  i!fL  =  o, x G G ;  и(х) =  ц(х), г е Г .  (2)
дх® д х ®

Одним из основных свойств задачи (2) является выполнение прин
ципа максимума: непрерывное в G и отличное от константы реше
ние и{х, ,х2) может достигать своего максимального по модулю 
значения только на границе Г. Отсюда следует, что справедлива 
оценка

шах | и (х1г х2) | ^  шах | р (хь х2) | , G—G (JT,

означающая устойчивость задачи (2) по граничным данным. В сле
дующих параграфах аналогичные оценки будут получены и д^я 
некоторых разностных схем, аппроксимирующих уравнение (2). 
Эти оценки помогут установить сходимость разностной схемы для 
уравнения Пуассона (1).

Введем в G прямоугольную сетку О с шагами h, по направле
нию х, и h2— по направлению х2, так что hi = lJNi, h2 = l2iN2, 
где Ni и N2 — целые числа. Обозначим xil =  ih1, x'2 =jh2. Сетка
Q состоит из совокупности узлов Хц= (x‘, х0, t=0, 1, . . . , Nu /=  
=0, 1,.. . , М2. Для функций у, определенных на й, обозначим

Уц =У(хц), У-Х1Хиt j — (yui.i — 2уц +  Ус-и)/#,

Ух л ,ц =  (Уип ~  2Уч +  Уи-iVhl
Задаче Дирихле (1) сопоставим следующую разностную схему:

У x2Xi , i i /ч* i =  1, 2, . . . . / = 1 , 2 .........N 2 - 1,
(3)

V i ,„ =  p(x‘, 0), У1.jv, =  p (jc', k), i =  l , 2 ,  . . . .  ^ - 1 ,
(4)

УоН =  P (0, *'), У  Ni l  —  P ( h i  X § , / = 1 , 2 ,  . . ., N 2 -  1.

Точки Х ц ,  в которых записываются уравнения (3), принадлежат 
подмножеству

со= {хи I /=  1, 2,. . . ,  N , - 1, /=  1, 2........N2- 1}
сетки Й, называемому множеством внутренних точек сетки й. Со
вокупность точек

{ I yVo—1 t t f  t i
Xqh  1 U {*£0, XiNrfi--= l »
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в которых заданы разностные граничные условия (4), называется 
границей сетки Й. На рис. 12 внутренние точки отмечены кружоч
ками, а граничные — крестиками. Отметим, что угловые точки 
(0,0), (/,, 0), (0, /2), (ti,U) не участвуют в данной аппроксимации 
и поэтому не относятся ни к внутренним, ни к граничным точкам.

По поводу разностной схемы 
(3), (4) можно задать обычные во
просы о существовании и единст
венности ее решения, о сходимости 
при ht—>-0, /г2—>-0, о способах реше
ния. Эти вопросы рассматриваются 
в следующих параграфах. Здесь мы 
ограничимся лишь очевидными за
мечаниями о том, что построенная 
разностная схема имеет второй по
рядок погрешности аппроксимации
по hi и по h2 и что она представляет собой систему линейных ал
гебраических уравнений относительно уц, состоящую из (iV,—1)Х 
X (М2—1) уравнений и стольких же неизвестных.

2. Канонический вид разностного уравнения. Для дальнейшего 
исследования удобно записать уравнение (3) в виде, разрешенном 
относительно уц, а точнее в виде

Р и с . 12. П р я м о у г о л ь н а я  сетк а

2  ̂ 2

ft? hi
Уч Ус+и' 4  У1—1,/

К
+  у и -1

/о- (5)

Обозначим через х точку Хц — центральную точку шаблона, на ко
тором аппроксимируется уравнение (1), а через Ш{х) — весь этот 
шаблон, т. е. совокупность пяти точек Хц, xi±u, xiJ±l. Назовем 
окрестностью точки х и обозначим через Ш'(х) все точки шаблона 
Ш(х) за исключением точки х, т. е. Ш'(х) — это четыре точки 
xi±ijf Xij±l. Тогда уравнение (5) можно записать в виде

А(х)у(х)=  2  В(х,Ъ)У (Ъ) +  F(x),  (6)
1<=Д/'М

где коэффициенты А(х), В(х,Ъ,) и правая часть F(x) определены 
следующим образом:

А (х) — —  +  
hi

— , В (х, Xi±ltl)  — —
hi hi

(7)

В (х, Xij±i) =  — , F(x) =  f  (хц).
hl

Обратим внимание на свойства этих коэффициентов: А ( х ) > 0, 
В(х, |) > 0 ,  А (х) =  2  В (х, Запись разностного уравнения

в виде (6) называется канонической формой разностного уравне
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ния. Она применима не только к уравнению (5), но и к любому 
линейному разностному уравнению. Разумеется, в каждом кон
кретном случае необходимо задать множества Ш'(х) и определить 
коэффициенты А(х), В(х,Ъ,) и правою часть F(x).

Уравнение (6) определено при хеш , т. е. только во внутренних 
точках сетки Q. Поэтому к нему требуется добавить еще гранич
ные условия (4). Заметим, однако, что если при х е ^  считать 
Ш'{х) пустым множеством, то уравнение (6) принимает вид 
А(х) у(х) =F(x), х еу , и представляет собой запись граничных ус
ловий г/(х) =  ц(х) при xe-f, причем F{x)=A (х)р,(х).

Итак, разностную схему (3), (4) можно записать в виде систе
мы уравнений (6), где х пробегает все множество Q. Во всех внут
ренних точках хеш  выполняются условия

Л (х)>0, В(х, | ) > 0  для всех £e/ZT(x), (8)

Л (х )=  2  В(хЛ).

В граничных точках х е у  имеем Ш' (х) — пустое множество и 
А (х ) >0.

В следующем параграфе изучаются свойства общей разностной 
схемы (6) безотносительно к конкретному виду ее коэффициентов, 
важно лишь, чтобы выполнялись условия, аналогичные (8). Полу
ченные выводы окажется возможным применить не только к раз
ностной схеме (3), (4), но и к более широким классам разностных 
схем.

§ 2. Принцип максимума для разностных схем.
Основные теоремы

1. Исходные предположения. В предыдущем параграфе на при
мере уравнения Пуассона была введена каноническая форма за
писи разностной схемы

А(х)д{х)= 2  В(хЛ)У(1) +  F (х), г е й .  (1)

Поясним теперь, как следует понимать уравнение (1) в общем 
случае. Пусть в л-мерном евклидовом пространстве задано конеч
ное множество точек — сетка £2. Каждой точке г е й  сопоставим 
один и только один шаблон Ш(х) — любое подмножество £2, со
держащее данную точку х. Окрестностью точки х назовем множе
ство Ш' (х)=Ш {х ) \ { х } .  Заметим, что Ш'(х) может быть и пустым 
множеством. Пусть заданы функции Л(х), В(х,%)< F{x), опреде
ленные при любых хеЙ , и принимающие вещественные зна
чения. Далее, каждой точке х е й  соотносится одно и только одно 
уравнение вида (1), в котором у(х) — искомая сеточная функция. 
В результате получаем систему линейных алгебраических уравне
ний с числом уравнений, равным числу неизвестных. Эту систему 
уравнении и будем называть разностной схемой.
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Введем понятие связной сетки. Сетку й будем называть связ
ной сеткой, если для любых двух ее узлов х0, х'д таких, что по край
ней мере один из узлов имеет непустую окрестность, существует та
кое множество узлов i = l ,  2, .. .
. . . ,  т, что x^I II ' i xo) ,  хг^ Ш ' ( х i), . . .
. . . ,  xmeZZ/'(jcm- i) , Xo' e f f l ' t ) ,  т. е. 
каждый последующий узел принадле
жит окрестности предыдущего. Анало
гичным образом определяется понятие 
связности любого подмножества из й.
Наглядный смысл требования связно
сти состоит в том, чтобы от любого узла 
х0е й  можно было перейти к любому 
другому узлу х^ЕЙ, пользуясь только 
заданными шаблонами.

На рис. 13 изображен пример се
точной области, не являющейся связ- Рис- 13- Несвязная с е т к а  
ной (шаблон предполагается пятито
чечным, таким, как при аппроксимации уравнения Пуассона).

Определим сеточный оператор L формулами

L y ( x ) = A ( x ) y ( x ) -  2  В{х,1)У©  (2)

и обозначим
D(x) =  A ( x ) -  2  В{х,\). (3)

getff'U)
Тогда задачу (1) можно записать в виде

Ly(x)=F(x),  х е й . (4)

Заметим, что выражение Ly(x) можно представить также в виде 

Ly (х) =  D{x) у (х) +  2  в  (х, 1) (у (х) — у (I)).
£<=Ш'М

Будем говорить, что в точке х е й  выполнены условия положи
тельности коэффициентов, если

A (x)>0, В(х, |)  > 0  для всех %^Ш'(х), D ( x ) ^  0. (5)
2. Принцип максимума и его следствия. Сформулируем теперь 

основную теорему настоящего параграфа (см. L33]). Наряду с сет
кой Q будем рассматривать какое-либо ее подмножество и и 
обозначим

й =  и  Ш(Х).

Для наглядности читатель может представить себе, что й — это 
сетка, введенная в § 1 при аппроксимации уравнения Пуассона в 
прямоугольнике, а со — множество ее внутренних узлов. Очевидно,
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что при этом co=Q. В общем же случае требуемые свойства мно
жеств Q и ш сформулированы в приведенной ниже теореме. Заме
тим, что в этой теореме функция у(х) не обязана являться реше
нием задачи (4), используются только свойства оператора L.

Т е о р е м а  1 ( п р и н ц и п  м а к с и м у м а ) .  Пусть сетка П и 
ее подмножество со являются связными, причем <о^£2. Пусть в со 
выполнены условия положительности коэффициентов (5). Тогда, 
если функция у(х), заданная на П, не является постоянной на со и 

Ly(x) при всех xsoj (6)
(либо Ly(x) ^ . 0 при всех х е о ) ,  то у(х) не может принимать наи
большего положительного (соответственно наименьшего отрица
тельного) значения на со среди всех ее значений на со.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполнено условие (6). Будем до
казывать теорему от противного. Допустим, что в точке х0еоз 
функция у(х) принимает наибольшее положительное значение, 
т. е.

у (х0) =  max у (х) >  0. (7)
*6=0)

В этой точке выражение

Ly (х0) =  D (АД у (х0) -f 2  В (х0Л) {у {х0) — у ($) (8)

неотрицательно. Действительно, согласно условиям (5) и предпо
ложению (7) имеем D(x0) ^  0, y{xQ)>0, В(х0,$ )>  0, у(х0) &zy(W, 
так что Ly(x0) ^ 0 .  С другой стороны, из условия (6) следует, что 
Ly(x0) ^ . 0. Таким образом, если выполнено (7) в точке х0есо, то 
Ly(xо)=0. Но тогда, учитывая неотрицательность всех слагаемых 
правой части выражения (8), получим

D(x0)y(xa)=  0, В(х0,1)(у(х0) - у ( 1 ) ) =  0, 1е=Ш'{х0).

Отсюда, в силу предположения у(ха) >  0 и условия В(х0, £) > 0  
следует

У(1)=У(Хо) для всех \<=Ш'(ха). (9)

Далее, поскольку у ( х ) ф const в со, найдется точка хй ecu, 
в которой у(х'а) <1у{х0) . Из предположения о связности сетки со 
вытекает существование системы узлов хи х2, . . . ,  хт, принадлежа
щих со и удовлетворяющих условиям

x^U I ' ixv ) ,  хг<=Ш'{хТ), . . . .  xme=UI'(xm-s),
х'а е Ш ' ( х т).

Из условия (7) и доказанного свойства (9) получаем y(x i)=y(x„). 
Следовательно, относительно точки х1 можно повторить все пре
дыдущие рассуждения и доказать, что

У(1)=У(Хi) Для всех geZ Z T ^).
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Аналогично докажем, что
y ( X i ) = y ( x 2) =  . . . = у ( х т ) = у { х 0 ) .

Оценим величину

L y  (Х,п) Т) (■ '•":) У (Х,п) I' ^  Е  (-^т, £) (£/ (А'".'.';) У (Е))*

Из условий (5), равенства у(хт)= у ( х 0) и предположения (7) по
лучаем строгое неравенство

L y  (Хт) В  (.V,,, Ajj) {ij (Aq) у  (Х0)) 7> О,

которое противоречит условию (6). Таким образом, допущение (7) 
неверно. Случай, когда L y ( x ) ^ 0, для всех хесо сводится к рас
смотренному случаю путем замены у на —у. Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е .  Принцип максимума остается справедливым и 
в том случае, когда ы=£2. Предполагается при этом, что
ш =  U Ш(х)=£2. В дальнейшем, не оговаривая это особо, будем 

дгеш
считать сетку £2 связной.

С л е д с т в и е  1. Если при всех х е й
а) выполнены условия положительности коэффициентов (5),
б) L y ( x ) ^ 0 { L y ( x ) ^ 0 ) ,  и найдется хотя бы один узел Х[,е£2, 

в котором
D(xa) >0, х„ей , (10)

то у(х) (у(х) ^ 0 )  для всех х е й .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если у { х ) Ф const при х е й , то утверж

дение следует из принципа максимума. Действительно, предпола
гая, что у(х )>  0 хотя бы в одной точке х е й , мы допускаем суще
ствование в £2 положительного максимума функции у{х), что про
тиворечит принципу максимума. Если y (x)= const при хеЙ , то в 
точке х0, для которой D(x0) >0, имеем

Ly (х0) =  D (х0) у (х0) +  2  В (а-0, |) (у (Хц) — у (с)) =  D (х0) у (*„) <  0,
о)

откуда получим у(х) = у { х а) ^ 0 .
Точку х еЙ  назовем граничной точкой, если Ш'(х) — пустое 

множество, Ш '(х )= 0 .  Если сетка £2 содержит хотя бы одну гра
ничную точку х0, то

D (хо) = А (х0) — S А(хД)=А(дг0)>0
х0)

и можно применять следствие 1.
Теперь мы уже в состоянии сформулировать достаточные усло

вия однозначной разрешимости задачи (1).
С л е д с т в и е  2. Пусть коэффициенты оператора L удовлетво

ряют условиям (5) при каждом хе£2 и условию (10). Тогда зада
ча (1) имеет единственное решение.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ранее отмечалось, что задача (1) пред
ставляет собой систему линейных алгебраических уравнений, в ко
торой число уравнений равно числу неизвестных. Поэтому доста
точно показать, что однородное уравнение Ly{x) = 0, хеЙ , имеет 
только тривиальное решение у ( х ) =  0. Поскольку условия Ь у { х ) ^  
Г2:0 и Ь у ( х ) ^ .0 в данном случае выполнены, из следствия 1 за
ключаем, что в каждой точке х е й  одновременно выполняются не
равенства у { х ) ^ 0 и у ( х ) ^ 0 .  Но это справедливо лишь тогда, 
когда у(х) = 0  на Й.

Предоставляем читателю возможность самостоятельно убе
диться в том, что разностная схема, аппроксимирующая задачу 
Дирихле для уравнения Пуассона (см. § 1), удовлетворяет всем 
условиям теоремы 1 и ее следствий и тем самым имеет единствен
ное решение. Для того чтобы доказать непрерывную зависимость 
решения от правой части и от граничных условий, полученной тео
ремы недостаточно. Докажем еще несколько утверждений, следую
щих из принципа максимума.

3. Теорема сравнения. Устойчивость по граничным условиям.
Наряду с задачей (4) рассмотрим задачу

LY (x )— F(x), x^ iQ ,  (11)
отличающуюся от (4) правой частью.

Т е о р е м а  2 ( т е о р е м а  с р а в н е н и я ) .  Пусть при всех 
х е й  выполнены условия положительности коэффициентов (5) и 
выполнено условие (10). Тогда, если

| F (х) ] F (х) для всех XGQ,

то | у (х) | sg; У (х) для всех хеЙ .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для функций v (х) =  У(х) -\-у (х) и w(x) =  

=  У(х) — у(х) имеем
Lv (х) =  F (х) +  F (х) Уд о, Lw (х) =  F (х) — F (х) 0.

Согласно следствию 1 имеем v ( x ) ^ 0 ,  w ( x ) ^ 0 ,  т. е.
—У (х )^ г /(х )^ У (х ),

что и требовалось.
Сформулируем первую краевую задачу для уравнения (1). 

Пусть у — множество граничных точек сетки £2, т. е. точек х е й , для 
которых Ш '(х )= 0 .  Множество точек сетки Й, не являющихся гра
ничными, назовем множеством внутренних узлов и обозначим через 
о. Таким образом, Q = co|J y. В граничном узле х ^ у  уравнение (1) 
принимает вид

A(x)y(x)=F(x)
или, что то же самое,

г/(х)=ц(х), (12)

где y(x)=F(x)/A  (х) — заданная функция. Первая краевая задача 
состоит в том, чтобы найти сеточную функцию у(х),  удовлетво
ряющую уравнению (1) при х е и  и условию (12) при х ^ у .  Уже
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отмечалось, что при условиях теоремы 1 первая краевая задача 
имеет единственное решение.

Переформулируем теорему сравнения на случай первой крае
вой задачи.

Рассмотрим две задачи:
Ly(x) =  F (х), г/(х) =  р(х), х е у ,  (13)

LY (х) =  F (х), х ̂  ш; Y (х) =  р (х), х ЕЕ у. (14)

Если при х е ш  выполнены условия (5) и
| F(x ) \^F (x ) ,  х ^ ш , | р (х) | С  р (х), хс^у ,  

то
| у (х) 1 ^  У (х) при всех xeQ .

Функция Y{x), фигурирующая в теореме сравнения, называется 
мажорантной функцией для решения у(х) задачи (4). Для полу
чения оценки решения у(х) обычно строят вспомогательную зада
чу (11) или (14) так, чтобы можно было легко найти ее решение 
У(х) и затем применяют теорему сравнения.

Теорема сравнения позволяет легко доказать устойчивость ре
шения первой краевой задачи по граничным условиям. Рассмотрим 
однородное уравнение (13) с неоднородным граничным условием

Ly(x)=  0, х е ш ;  у(х)=р(х), х е - [ .  (15)

С л е д с т в и е  3 ( у с т о й ч и в о с т ь  по г р а н и ч н ы м  ус 
л о в и я м ) .  Пусть при хеш  выполнены условия (5). Тогда для 
решения задачи (15) справедлива оценка

шах | у (х) | -< шах | р (х) |. (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Наряду с задачей (15) рассмотрим за
дачу

LY{x)= 0, хеш ; У(х)=сс, х еу , (17)
где а =  max | р (х) | . Все условия теоремы сравнения выполнены,
поэтому \у(х) | ^У (х ).

Далее, для функции и(х)=а—У(х) имеем
Lv (х) =La—LY (х) —La=D (х )а ^О

и и(х)=0 при хеш  и, согласно следствию 1, получим н (х )^ 0 , т. е. 
У(х) Но тогда при всех х еЙ  имеем \у(х) | ^У (х ) ^Га, откуда 
и следует (16).

4. Примеры. Приведем несколько простых примеров.
П р и м е р  1. Р ассмотрим з а д а ч у

и" (х) ——/ (х), 0< х< 1 , h'(0 )= 0 , н(1)=0.

По аналогии с § 2 гл. I построим разностную схему второго
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порядка аппроксимации
i = \ ,  2, .. . , N — 1, - ^ . о =  0,5/г/0, yN =  0. (18)

Запишем схему (18) в каноническом виде:

Уо=У1 +  0,5 /г2/ о, у{ =0,5 ( у ^  +  у и  0 +  ~  ft, i =  1, 2, . . . , N — 1, 
U n  =  0 .

Сетка Й состоит из узлов хi=ih, i=0, 1, . . . ,N,  и имеет одну гра
ничную точку x—xN. Окрестность Ш'(х0) узла х0 состоит из одного 
узла *=%!. Окрестность Ш'(х{) узла х{ при £=1, 2, . . . , IV—1 состо
ит из двух узлов Xi-t, xi+l. Сетка, очевидно, является связной. Свой
ства положительности коэффициентов (5) выполнены, причем 
D(x;)= 0  при i=l ,  2, . .  ., iV—1, D ( x n ) = A { x n )  = 1. Таким образом, 
к разностной схеме (18) можно применять принцип максимума и 
его следствия.

Пр и мер 2. Для уравнения
н"(х) = - / ( * ) ,  0<х<1,  u '(0 )= u '( l)= 0  (19)

строится разностная схема
y-x*,i =  - f ( x L), £ =1 , 2 ,  . . . ,  Л /- 1 ,

— Ух. 0 =  0,5А/0, у- д ,  =  0,5 hfN. 
Канонический вид этой схемы

y0= y l + 0,5h2f0, z/,=0,5(i/i_1+z/i+1) +  0,5/i2/i, 
£= 1 , 2 , . . . ,  N 1, yN =  t/jv—i —|— 0,5/r2/jv-

(20)

Окрестности узлов x0, xN сетки Й состоят каждая из одного узла, 
а окрестности точек хи £=1, 2,. . . , N— 1,— из двух узлов. Гранич
ных точек сетка не имеет. Условия А { х )> 0, В{х, |) > 0 ,  Z)(x) =  0 
выполнены в каждой точке сетки. Нет ни одной точки х0 сетки Q, 
в которой выполнялось бы строгое неравенство D(x0)>0. Поэтому 
нельзя применять следствия 1 и 2 и утверждать о существовании 
и единственности решения задачи (20). И действительно, решение 
задачи (20) (так же как и исходной дифференциальной задачи 
(19)) не единственно: наряду с у(х) решением является функция 
v (х) =у(х)  +  а, где а  — любая постоянная.

§ 3. Доказательство устойчивости 
и сходимости разностной задачи Дирихле 

для уравнения Пуассона
1. Устойчивость по граничным условиям. В § 1 рассматривалась 

задача Дирихле для уравнения Пуассона

ди ' ди '- — fix  1, JCa), * =  (*!, xa) e G ,
, , , , т-i d )и(х)=у(х),  г е Г ,

К
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в прямоугольнике G={0<xl<l i, 0< х2< /2} с границей Г. Была вве 
дена сетка

£1 =  {хц =  (х[, х{), 1 =  0, 1, < Nlt / =  0, 1, . . .  , Л/2},

где x[ — ihy, х'а =jh2, h ^ l J N i ,  h2 — l2/N2, и построена разностная 
схема второго порядка аппроксимации

У^хиЦ +  УхгХ1,ч =  — /‘7. ХИ -

Ун =  Ц (Л, х2), Х ц  ^  у.
(2)

Здесь со — множество внутренних узлов сетки £2 и у — множество 
граничных узлов:

® =  {хц =  (*i, х[), / = 1 , 2 ,  . .. , Ny — 1, / =  1, 2, . .. , N2 — 1},
(  y v 2- l f  1 /V, - 1

у  =  Х0/, X M J  \ и  И .'о, Х ш г
/=1

Разностная схема (2) приводится к каноническому виду

А (х)у(х) =  2  B(x, t)y( t)  +  F(x),xG<*, (3)

(4)
у(х) =  р(х), х<=ч,

где для х— окрестность Ш'(х) состоит из четырех узлов

А(х)= -^ -  +  - ~ ,  В(х, xi±y,i) =  A - ,  В(х, хи ± у) =  А - ,  (5)
П1 Л2 П1 П2

В (х) —f {Хц) .
Обозначая, как и ранее,

L(x)y(x) =  A(x )y{x )~  2  В(хЛ)У(1),
ЬеШ’М

запишем задачу (3), (4) в виде
L{x)y(x)=F{x),  хесо, у(х)=р(х), х еу . (6)

В настоящем параграфе будет получена оценка решения зада
чи (2) через правую часть / и граничные условия р, означающая 
устойчивость этой задачи, и будет показано, что при /г,—v0, /г2—>-0 
норма погрешности

IIУ — « !с(Я) =  max | у (х) — и (х) |
'  ’ к.--

стремится к нулю. Тем самым будет доказана сходимость разност
ной схемы.

Запишем задачу (2) в виде (6) и представим ее решение у(х) 
в виде суммы у(х) =у  (х) +у  (х), где у(х) — решение однородного
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уравнения с неоднородным граничным условием:
Ly(x) =  О, а ^ со, (а) =  [х (а), х ^ у ,  (7)

и у(а) — решение неоднородного уравнения с однородным гранич
ным условием:

Ly (а) =  F  (а), а ^ со, у (а) =  0 , А Е у  (8)

Отметим, что для задачи (6) выполняются все условия принци
па максимума, поэтому можно воспользоваться результатами § 2. 
В частности, к задаче (7) можно применить следствие 3 из § 2, ко
торое приводит к оценке

II ̂  llc(C2) ^  I И1 llc(v)’ 
где

II У llc(Q) =  maX 1 У М I. I! E llc(v) =  maX I И (*) I •

2. Устойчивость по правой части и сходимость. Оценить реше
ние неоднородного уравнения (8), пользуясь только результатами 
§ 2, невозможно. Однако можно легко построить мажорантную 
функцию для решения задачи (8) и применить затем теорему 
сравнения. Рассмотрим функцию

Y (х) =  К (1\ +  1\ — х\ — Аа), (10)
где К — пока произвольная положительная постоянная, а I, — 
длины сторон прямоугольника G. Ясно, что У (х )^ 0  при всех АеЙ. 
Обозначим

D (а ) =  А (а) 2  В (*Л)

и вычислим выражение

LY(x) =  D(x)Y(x)+  2  B(x, l ) (Y(x)~Y( l ) )
£ед/ (дг)

для функции (10) в любой точке А е и .  Заметим, что по построению
LY (а) =  — У- — Y -  .

Кроме того, для функции (10) справедливы равенства 
д2У „ „  , ,  д*УУ-
дх?

2 К, Y-
к

2 К .

Таким образом, L Y (а ) = 4 К  и м о ж н о  считать, что функция У(х) 
является решением краевой задачи

LY(x)=F(x),  х = а>, Y (а) =  ц  (а), х ^ у ,  (11 )

где  F( x) =4K  и р (а ) ^ 0  — значение функции (10) при х еу . Если 
положить
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то по отношению к задачам (8), (11) будут выполнены все условия 
теоремы сравнения (см. аналогичные задачи (13), (14) в § 2). Из 
теоремы сравнения следует оценка

\V\cw <  т ах У ( * ) < К  ( Ц + Ц ) .дгей
Отсюда, учитывая выбор константы К, получим

( | 2 >

Из неравенства треугольника и оценок (9), (12) следует оцен
ка решения задачи (2)

(13)

Поскольку константы, входящие в оценку (13), не зависят от 
шагов сетки А, и А2, данная оценка выражает собой устойчивость 
разностной схемы по правой части / и по граничным условиям р. 
Отметим геометрический смысл константы 1\ +  ^ — это квадрат 
диаметра области G.

Тем самым полностью доказана корректность (однозначная 
разрешимость и устойчивость) разностной схемы (2). Перейдем те
перь к исследованию сходимости разностной схемы и к оценкам 
погрешности.

Обозначим гц=уц— и(х[, х[), где — решение разностной за
дачи (2) и u(Xi, хЦ — решение исходной дифференциальной зада
чи (1). Подставляя уц=гц+иц в уравнение (2), получим, что по
грешность удовлетворяет уравнению

Z W /  +  гх1х „ 1{ =  ~  Ф ‘7 > x ‘i  S  0 1 -

Zij 0, xtĵ ,
(14)

где фц = u —iXuli +  ы7Л1г; +  fa — погрешность аппроксимации на 
решении задачи (1). Если четвертые производные решения и(хи х2) 
ограничены, то погрешность аппроксимации является величиной 
второго порядка малости относительно h — (h\-\-h\)v\  т. е. суще
ствует постоянная М„ не зависящая от А, и А2 и такая, что

1С(61) ' Мг (hi +  hi). (15)

Заметим, что задача (14) отличается от разностной схемы (2) 
только правыми частями в основном уравнении и в граничных ус
ловиях. Поэтому для решения задачи (14) справедлива оценка, 
аналогичная (13), а именно оценка

llC(fi)
С

/4 4- /2 11 *2

Цв)'
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(16)
Отсюда и из (15) получаем неравенство

II2 1с(0) ^  -'̂ 2 (hi +  hi),
где М2=0,25М, (if + 1\) — постоянная, не зависящая от Л, и h2. Из 
оценки (16) и следует, что схема (2) сходится и имеет второй по
рядок точности.

§ 4. Примеры применения принципа максимума

В этом параграфе будем рассматривать разностные уравнения 
Ly(x)=F(x),  х е й , (1)

где
Ly(x)=--A(x)y(x)— 2  в (х,1)У(1), (2)

причем оператор L удовлетворяет условию положительности коэф
фициентов

Л (* )> 0 , В ( х Л ) >  0, D(x) =  A(x) — 2  В ( х Л ) ^ 0 .  (3)
Ъ~шчх)

Линейный оператор L называется монотонным оператором, 
если из условия L y ( x ) ^ 0 для всех x eQ  следует, что у ( х ) ^ 0 для 
всех xeQ . Поэтому разностные схемы, удовлетворяющие при всех 
х еЙ  условиям (3), называются монотонными разностными схема
ми. Схемы, для которых условия (3) не выполнены хотя бы в од
ной точке х е й , называются немонотонными.

В § 2 было показано, что условия (3) обеспечивают монотон
ность оператора L, выполнение принципа максимума и коррект
ность разностной задачи (1) в сеточной норме С:

Ы1сщ) =  п,ах Ы*)1-' ' -Г>
Разумеется, отсюда не следует, что немонотонная схема обяза

тельно некорректна. Подчеркнем, что выполнение условий (3) (на
ряду с другими условиями, сформулированными в теоремах из § 2) 
является достаточным условием корректности.

Приведем несколько примеров монотонных разностных схем 
для нестационарных уравнений.

П р и м е р  1. Рассмотрим схемы с весами для уравнения тепло
проводности

ди   д2и
dt дх2 ’

О <  х < О <  t <  Т, (4)

и(х ,0)=и0(х), и (0, t)=p,(t),  и(1, t )= p2(t).

Эти схемы подробно выписывались в § 4 из гл. 1 (см. схему (15) 
при = 0  из § 4 гл. 1), поэтому мы не будем формулировать 
разностную задачу в полной постановке, а приведем только одно
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у р а в н е н и е

— Ус (5 )Ус

Найдем, при каких значениях параметров т, ft, о схема (5) бу
дет монотонной. Чтобы записать уравнение (5) в виде (1), (2), 
разрешим его относительно у1+х. Тогда получим уравнение

у Г  =  ау О С  -  2уТх +  уТ-1) +  (1 -  о) у (i£+1 -  2у? +  yU) +  y l
у =  т//г2

или
( 1 + 2 oy) ^ +1 =

=  (1 - 2  (1 -  а) у) у? +  ау (г/ГЛ1 +  у'Щ) +  (1 -  а) у (y'!+l +  yU). (6)

Отсюда видно, что в каждом узле х=(хи fn+1) шаблон ZZ/(х) 
состоит из шести точек, а окрестность Ш'(х) точки (х,, tn+i) со
стоит из пяти точек (xi±t, t n+l), {xh tn), (xi±l, t n). Условия положи
тельности коэффициентов (3) сводятся к неравенствам 0 < о< 1 , 
о>1 —1/(2^). Заметим, что схема останется монотонной и в том 
случае, если эти неравенства заменить на нестрогие, т. е. потре
бовать

Osgas^l, a S s l- l / (2 f ) .  (7)

Действительно, выполнение одного из условий (7) со знаком 
равенства означает лишь, что окрестность Ш'(х) состоит не из 
пяти, а из меньшего числа узлов. Например, при о=0 (явная схе
ма) окрестность Ш'(х) состоит из точек (xu tn), (xi±i, tn) и условие 
монотонности (7) принимает вид

Если о=0, т/й2=0,5, то два из трех неравенств (7) выполнены 
со знаком равенства. В этом случае надо считать, что окрестность 
Ш'(х) состоит из двух узлов (jci±1, tn)-

Итак, схема с весами (5) является монотонной при условиях (7), 
а чисто неявная схема (о=1) монотонна при любых т и ft. Шести
точечная симметричная схема (о=0,5) монотонна при условии 
t ^ f t 2. В § 4 из гл. 1 отмечалось, что необходимым условием устой
чивости схемы (5) является условие

а Дз
2 4у О)

Сопоставляя с (7), видим, что монотонность является, вообще 
говоря, более сильным требованием, чем просто устойчивость. 
В следующей главе будет показано, что условие (9) достаточно 
для устойчивости схемы (5), однако не в сеточной норме С, а в 
среднеквадратичной норме.
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С п о м о щ ь ю  п р и н ц и п а  м а к с и м у м а  м о ж н о  и с с л е д о в а т ь  т а к ж е  у с 
т о й ч и в о ст ь  р а з н о с т н ы х  с х е м  с п е р е м е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .

П р и м е р  2. Р а с с м о т р и м  с х е м у  (2 5 )  из  § 4 гл. 1:

уГ ■у i И г) X,ll

где а — а?, О <Сс1^ щ ^ с 2, рГ ^ с 3>  0. Переписывая это разно
стное уравнение в виде

Pi п+1 1 / п п , п П S . (  Pi---Hi — —  {flUiUi î +  O-ilfi-1) + -----
т  h 1 \  T К2 У1 , (10)

получаем, что схема монотонна при условии

/г2 ;р?. 1, 2, N — 1, п =  0, 1, К -  1, (И)

(ср. с (27) из § 4 гл. 1), которое и является условием устойчивости 
данной схемы. Оно будет выполнено, если потребовать

тс..
/12С3 2

Последнее неравенство совпадает с условием устойчивости, по
лученным в § 4 гл. 1 при помощи принципа замороженных коэф
фициентов.

Получим априорную оценку решения задачи (10) через началь
ные значения у“ при условии (11). Предположим, что у1 — у%=0, 
л=0, 1, . . .  , К, и обозначим

\\Уп\\с^) =  тах \У?\-

Тогда в силу неотрицательности коэффициентов уравнения (10) 
получим

и, следовательно,

I I ^ I U , ) ••• < » 0 ° U A)-
Рассмотрим теперь краевую задачу для уравнения первого по

рядка
£  +  £  =  0,  * > 0 ,  ( > 0 ,

d t  д х

( 12)
и( х , 0) =и0(х), х>0,  ы(0, ( ) = р , ( ( ) ,  * > 0 .

Известно, что решение u(x , t ) этой задачи переносится по ха
рактеристикам /=x+const с начальной прямой, т. е. u{x,t) = 
= u 0(x—t), если x> t  и и{х, t) = \il (t—x ) , если x<t.
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П р и м е р  3. В квадранте л:>0, /> 0  введем сетку с шагом й 
по л: и шагом т по t и обозначим Xi=ih, i—0, 1,. . ., in=nx, п= 
=0, 1, . . . ,  у1 = у { х in). Одна из простейших схем для уравнения 
(12) имеет вид

у Г 1 — у" у1 — у1_.
-----~  +  ~  г =  0. 1 = 1 , 2 , . . . ,  п =  0 , 1 , 2 , . . . ,  (13)X п

yl =  u 0 ( X i ) ,  i =  0 , l , . . . ,  yl =  Vi(tn), п =  1,2, . ..

Записывая уравнение (13) в виде, разрешенном относительно 
У1+1, получим

0?+1 =  О — Т ^  +  ТЙ^, Y =

Отсюда следует, что схема (13) монотонна при условии т ^ й . 
Пользуясь приемом, изложенным в § 4 гл. 1, можно показать, что 
условие т ^ /i и необходимо для устойчивости схемы (13).

Другая схема
йГ У; + «и У! =  о

немонотонна при любых т и й. Более того, эта схема абсолютно 
неустойчива.

Явная схема

т 2 h
имеющая второй порядок аппроксимации по h, также немонотонна 
и абсолютно неустойчива. Если в последней схеме заменить У1 на 
полусумму 0,5 (г/"+1 -р г/" ), то получим разностную схему

У и 1 ~  У U  
2 h = 0, (14)

которая монотонна при т ^ й . Однако указанная замена ухудшает 
аппроксимацию, погрешность аппроксимации схемы (14) является 
величиной О (т+ й 2) +  О (й2/т). В этом легко убедиться, если запи
сать схему (14) в виде

П . п h? пyt,i+y° : = — y-xlCii,2т
где

yi  ^ ( с . - й ^ д а ) .

П р и м е р  4. Рассмотрим еще одну схему для уравнения (12):
+  = 0 ,5  hv0yl  . (15)

• X J  XX, 1

Здесь vo> 0  — постоянная, не зависящая от т и й. При v„=0 по
лучаем абсолютно неустойчивую схему. Введение искусственного
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добавка 0,5hv0 у-  . в правую часть уравнения делает схему услов
но устойчивой, понижая одновременно порядок аппроксимации по 
h до первого. Схемы, аналогичные (15) и аппроксимирующие урав
нения газовой динамики, называются схемами с искусственной 
вязкостью (см. [36]). Записывая уравнение (15) в виде

У?1 =  0,5у (v0 — 1) ynUi +  (1 — v0y) у* +  0,5у (v0 +  1) y l v

получаем, что условия монотонности (3) выполнены при v0̂ l ,  
v;1. Таким образом, чем больше коэффициент искусственной 

вязкости Vo, тем слабее ограничение на шаги сетки, вызванное тре
бованием устойчивости. Надо помнить, однако, что введение искус- 

.ственной вязкости может существенно исказить поведение истин
ного решения задачи (12). Поэтому при практических расчетах ко
эффициент вязкости v0 берут не слишком большим.

§ 5. Монотонные разностные схемы для уравнений 
второго порядка, содержащих первые производные

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение вто
рого порядка

u"{x)+r(x)u, ( x )= —f(x),  0 < х < 1 ,  ы(0)=и(1)=0 (1)

и поставим задачу построить для него разностную схему, имею
щую второй порядок аппроксимации и монотонную при любых ша
гах сетки h. Очевидная схема второго порядка аппроксимации, ко
торая получается заменой и'(х) центральной разностной производ
ной, является монотонной лишь при достаточно малых h. Дейст
вительно, такая схема имеет вид

или

У i+1 "f- */,-_!

Ла +  п У i+i Vi-\ 
2 h п

b y i ~  { ~ k + m ) yi+1+ { i - ~ u ) yc-1 + f i -

Условия положительности коэффициентов сводятся к неравенст
вам 0,5/г|г,-|<1 и выполняются, если /г^2/( шах |г,|). Схема будет
монотонной при любых h только в случае г{х) = 0 .

Прежде чем построить требуемую схему для уравнения (1), 
рассмотрим несколько частных случаев. Предположим, что г ( х ) ^  
2^0 для всех х е (0 , 1) и рассмотрим схему с односторонней раз
ностью

У it -1 ^Ус~\~ У1-1 . У t+i y t с
---------Г Гi ------;------=  —  fi.hl
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Эта схема имеет первый порядок аппроксимации и монотонна 
при любых h. Действительно, записывая ее в виде

W ) H v + t Л2 и

и учитывая неотрицательность г(х), убеждаемся в том, что усло
вия положительности коэффициентов выполнены при всех h. Точ
но так же, если г(х) ^ 0 ,  то схема

Ус+i У̂с +  yt-_i , Ус — У^ с
-----г  r i ---- ;---- —  —  [ сh?

монотонна при любых h и имеет первый порядок аппроксимации.
В общем случае представим функцию г{х) в виде суммы г(х) = 

=г+ (х) + г- (х) , где

г+(х)=0,5(г(х) +  |г ( х ) |) ^ 0 ,  г_(х)= 0 ,5(г(х)-|г(х ) |) < 0 .  (2)

Схема с «направленными разностями»
Ус+1 “Ус -f- 

Л*
Г+ (хд +  Г_ (xi) Ус — Ус- i

h ft (3)

является, как нетрудно видеть, монотонной при любых h, но имеет 
первый порядок аппроксимации. Изучим подробнее асимптотику 
погрешности аппроксимации

+  /■+ (хс) ихЛ +  r_ (xi) u -  L +  f t  (4)

этой разностной схемы. Пользуясь разложением по формуле Тейло
ра, получим

=  и" (xi) +  О (h2), ихЛ =  и' (xi) + 1  и (xi) +  О (К1),

и- [— и' (xi) — — и” (xi) -f- О (К1).

Подставляя эти разложения в выражение (4) и приводя подобные 
члены, имеем

'Pi -  (и\ +  fi)\+ (r+ (х,) +  r_ (X,)) и' (Xi) +  0,5h (r+ -  г_) щ +  О ( h \  
откуда, учитывая (1) и (2), получим

ф» =  0,5h | г (xi) | и’с +  О (Л2).
Отсюда видно, что несколько измененная по сравнению с (3) схема

и.  . — 9.и.~I— г / - и .  — и.
< 1 — 0,5/г | г (xi) |

г г  а

Ус-
li

+ г- (хс)- - ± = - f c

имеет второй порядок аппроксимации. Порядок аппроксимации не
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уменьшится, если коэффициент!— —\г (х)\ заменим с точностью до
0 (h z) положительным коэффициентом

1
1 +0.5Л I г (jc£) |

Таким образом, разностная схема

У̂хх.с +  г+ (*д У*Л +  г- (хд Ух.1 =  — Л

(5 )

(6)

имеет второй порядок аппроксимации на решении уравнения (1). 
Записывая схему (6) в виде 

2 , r+ (xc) r_(xt) \  4i _  

h2 ' h Л ) ~

= + п г ) yui + { ^ ~  Ч г )ш-1 + fl'
убеждаемся в том, что она монотонна при любых т и h.

Для параболического уравнения
ди д2и , . , да—  = ------ h г (х) —dt дх2 w  дх

монотонной при любых т и h схемой является чисто неявная схема

У Г - У ?
+  +  Г-(*дУ%, (7>

где определяется согласно (5). Схема (7) имеет аппроксимацию
0 ( r  + h2).

Г Л А В А  3
МЕТОД РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ

Метод разделения переменных успешно применяется для по
строения решений разностных схем, главным образом с постоянны
ми коэффициентами, и для исследования сходимости. В основе ме
тода лежит разложение решения разностной задачи по системе ее 
собственных функций. Требование полноты системы собственных 
функций сильно сужает класс рассматриваемых задач, и мы огра
ничиваемся в этой главе лишь задачами с самосопряженными опе
раторами типа разностного оператора Лапласа. В § J, 2 изучаются 
спектральные свойства разностных операторов, далее в § 3 мето
дом разделения переменных проводится исследование устойчивости 
и сходимости разностных схем для уравнения теплопроводности. 
В остальных параграфах рассматриваются экономичные методы 
нахождения решений разностных краевых задач с постоянными ко
эффициентами, основанные на методе разделения переменных.
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§ 1. Разностная задача на собственные значения

1. Оператор второй разностной производной. Каждую разност
ную краевую задачу можно рассматривать как операторное урав
нение с операторами, действующими в некотором линейном конеч
номерном пространстве (пространстве сеточных функций). Рас
смотрим, например,разностное уравнение

Ухх.1 =  — [‘< i = l >2.........N — l, уй =  \1и yN = t o  0)
на сетке

со/1= {х;= ih, j' =  0, 1, . . . ,  N, h N = l }. (2)

Исключая из системы уравнений (1) с помощью граничных 
условий значения y0 =  Pi и yN =  y2, придем к эквивалентной систе
ме уравнений

— УI—! +  2 Ус — у{.
h2 ■ =  fh i =  2, 3, .. . , N — 2, (3)

2j/i — Уг 

/г2
г  -  Vn-2 +  2уы-1 г

Ч и  — I n - и

где / i = / i  +  p.i//i2, +
Рассмотрим множество векторов у= (уи уг, . . . ,  yN- i )T, Уг = у{х{), 

и определим на этом множестве оператор А формулами
(Ау)с =  - y - x i, l =  2, 3, . .. , N — 2,

(4)

Тогда систему (3) можно записать в виде операторного уравнения

Ay = U (5)

где f=  (fi, /2, . . . , f/v-z, fjv-i)T- Отметим, что уравнение (5) учиты
вает как правую часть разностной схемы (1), так и ее граничные 
условия.

Итак, разностная задача (1) порождает разностный оператор
(4). Оператор (4) определен на множестве функций, заданных 
только во внутренних точках сетки соЛ, т. е. при i =  1, 2, . . . ,  N—1. 
Удобнее, однако, считать, что оператор А определен на подпрост
ранстве Н функций, заданных на всей сетке со* и обращающихся в 
нуль на границе: ya= y N=0.  При этом оператор А задается едино
образными формулами

( A y ) i = - y - Xti, t =  1, 2, . .. , N — 1, yar=yN =  0 (6)

во всей области определения.
Оператор А, определенный согласно (6), будем называть опера

тором второй разностной производной. Изучим свойства этого опе
ратора.
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2. Задача на собственные значения. Задача на собственные зна
чения для оператора А состоит в том, чтобы найти числа X (собст
венные числа или собственные значения) такие, для которых урав
нение

Ау=Ху  (7)

имеет нетривиальные решения (собственные функции), и найти 
собственные функции. Заметим, что по существу уравнение (7) для 
оператора (6) представляет собой алгебраическую задачу па соб
ственные значения для матрицы

"  2 —  1 0 0  .  . . 0 0 o -

—  1 2 — 1 0 . . . 0 0 0

0 —  1 2 — 1 .  .  . 0 0 0

0 0 0 0 . . . —  1 2 — 1

0 0 0 0 .  .  . 0 — 1 2 _

которая называется матрицей разностного оператора (6). Матри
ца А является трехдиагональной симметричной матрицей порядка 
N—1. Известно, что у такой матрицы существуют N—1 действи
тельных собственных чисел и столько же линейно независимых соб
ственных функций.

В случае оператора (6) можно выписать все собственные числа 
и отвечающие им собственные функции в явном виде. Эти вопросы 
уже рассматривались в § 4 ч. I. Напомним полученные там резуль
таты. Запишем уравнение (7) в виде

— Ухх.с — ^У^ £ =  1. 2........ Л7 — I, y0= y N =  0, hN =  I, (8)
или подробнее

yi+i + yi- l= ( 2 ~ h 2X)yi, t '= l ,  2, . . . ,  N— 1, ya — yN=§.  (9)
Разностная задача (8) представляет собой аппроксимацию диф

ференциальной задачи
—и" (х) =Хи(х) , 0 <х<1, и(0) =и(1)=0,  (10)

решением которой являются собственные числа

и отвечающие им собственные функции

Uk (X) =  sin ~ ~  , £ = 1 , 2 , . . .

Попытаемся поэтому искать собственные функции задачи (8) в 
виде

nkx,
yk (X i)  =  sin —— , X i =  ih, £ = 1 , 2 , . . .  (11)
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Гр аничпые условия у0= у х =  0 при этом выполнены. Подставляя 
(11) в уравнение (9), получим уравнение

. nkiXi +  h) . nk(x; — h) . nkxi
sin--------------- f- sin------------- =  (2 — /i‘A) sin------

или
. nkX[ zikh2 sin----- cos-----/ /

n k x ,
: (2 — h2X) sin —

Отсюда видно, что функция (11) является собственной функ
цией оператора (6), если

2 cos —  =  2 — h2K I
т. е.

Х =  Хк _4_
Л2

sin2n k h

21
При k =  \, 2........N—1 получаем N—1 различных действительных
собственных чисел Xlt и отвечающих им собственных функций. Итак, 
решение задачи (8) имеет вид

n k h

21
n k x •

yk (Xi) =  sin ——

X i= ih , i= 0 , 1, . . . ,  ,V, 6 = 1 , 2 ........ N— 1, hN =  l. (12)

3. Свойства собственных значений и собственных функций. Спра
ведливы неравенства

О <1 1̂ <С ^2 • ‘С А̂+1 ■ • • "‘С CV—1 <С ~ 7 Т  •h2
Для минимального собственного числа A,t в и. 5 § 4 ч. I была 

получена оценка снизу X,i^=6i>0 константой б1 =  9//2, не завися
щей от / г .

Переходя к изучению свойств собственных функций, введем в 
пространстве Н (напомним, что Н — линейное пространство функ
ций, заданных на он и удовлетворяющих условию уа =  у„ =  0) ска
лярное произведение

М-1
(Я. v) =  2  yroik

i=i
и норму

м-1  \ ’/.

К  l '
Оператор А второй разностной производной (6) является само

сопряженным в Н оператором, т. е. (Ay, v) =  (y, Av) для всех 
у, с е Я . Это сразу следует из тождеств, называемых разност
ными формулами Грина (см. также (15) из § 3 гл. 1). Имеем по

IIЯII =  V (Я. У) =
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определению
A '- i N - 1 N - l

(Ay, v) =  — 23 y-xxVih =  — 2  +  2  y-X'pc =
i=l  1=1 i= l

W-i w TV
= 2  ^ “ 2  ^ .iW{-i = S

Последнее равенство получено с учетом условия щ =  у„= 0 . Меняя 
у и у местами, получим

(Ли, #) =  2  vx,Px.ih =  (v> а у)- о 3)
i=i

Следствием самосопряженности оператора (6) является ортого
нальность его собственных функций, отвечающих различным соб
ственным числам. Действительно, пусть

Тогда
Аук-- к̂Укч АУт ^тУтч hk~A~

(Аук, У rn) к̂(Укч Утп) ч (А у шч У к) А.,п(Утч У к)
и в силу самосопряженности имеем

О (АУкч Ут) ( А  у  чп, Ук) ^m ) (Утч У к ) ‘

Отсюда и получим, что (у,„, ук) =0, если %.кФк,„. Таким образом, 
система собственных функций (12) образует ортогональный ба
зис в пространстве Н.

З а м е ч а н и е .  Поскольку все собственные числа различны, то условие 
hk= £ \m эквивалентно условию k=£m. Таким образом доказано, что сумма

nkxt птхс
У  s in ------- s in -------- h, h.N =  /,l li=i

обращается в нуль при k=£m. Это замечание потребуется в § 2 при изучении
собственных функций пятпточечного разностного оператора Лапласа.

Вычислим квадрат нормы собственной функции ук(х). В случае 
дифференциальной задачи (10) имеем

i
Н 2=  f sir 

0
Покажем, что и в разностном случае собственная функция ук(х) 
имеет ту же самую норму У//2. По определению имеем

,  nkx , Is ir r ---- ах =  —/ 2

N - 1 nkX;
Iу II2~ 2  ^ s*n2— - = 2  ^ s*n:

nkx,

Преобразуем выражение, стоящее под знаком суммы
nkx.sirr

- 7 "
2nkx,

COS
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и у ч т ем  т о ж д е с т в о

sin
2nk (*t- +  0,5h) 

l — sin
2nk (xL-l -f- 0.5A) 

l
„ . nkh2 sin---- cos

2nkxc

l
Тогда получим

hNу г = ---------------------
111 2 4 sin {nkh II) (Sl 2nk {хы +  0,5ft) . nkh '

Sin---------------------sin —l l
Таким образом, система собственных функций

М * ) =  j / y s i n ^ y - ,  k = \ , 2 ,  N — \,

х = х и i = \ , 2 , . . . , N —1, hN=l,

2

(14)

образует ортонормированный базис в пространстве Я.
4. Операторные неравенства. Любой элемент г/еЯ  можно раз

ложить по базису, т. е. единственным образом представить в виде 
суммы

N -1

у(х) = 2  скук{х), х<=ык, (15)
k~l

где ск=  {у, p j  — коэффициенты Фурье.
Из (15) и ортонормированности системы {р,;} следует тож

дество

IIУII2 =  {У,У) =  2  с2.
/;=1

Используя разложение (15), получим
N - 1 N -1

А у  ( х )  =  ^  c kA \ i k ( х )  =  ^  с А ц У к  ( у )

1 к -1

Д-1

{Ау, «/) = 2  с^ -
/г=1

Из тождества (16) следуют важные неравенства
ЯЛуНХИу, г/Х Х Лг/112,

(16)

(17)
справедливые для любого г/еЯ. Учитывая доказанные выше оцен
ки для собственных чисел, получим из (17) неравенства

6Ы1Х(Л1луХ - ^ | | 1/||2, 6 =  - i - .  (18)ft2 I2
Из (18) следует в частности, что {Ау, у ) > 0 для всех г/еЯ, г/=И=0. 
Операторы, обладающие этим свойством, называются положитель
ными операторами. Неравенство Л >0 будет означать, что А — по
ложительный оператор. В дальнейшем мы будем часто использо-
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вать и другие операторные неравенства. Неравенство Л ^О  озна
чает, что (Ау, г/);^: 0 для всех t/е Я . Для двух операторов А я В 
неравенство А ^ В  означает, что А—В ^ 0. В этих обозначениях 
свойство (18) можно записать в виде операторных неравенств

б £ ^ Л <  —  Е, h2
где Е — единичный оператор.

Рассмотрим теперь разностный оператор Л с переменными ко
эффициентами, определяемый формулами

(Ay)i =  — (ay-)Xtt, 1=  1,2, .. ., N — 1, yQ =  yN =  0, (19)

где 0 < c 1̂ a i^ c 2. Покажем, что Л — самосопряженный и положи
тельный в Н оператор и получим оценки, аналогичные (18). Для 
любых у, о е / /  имеем

N— L N - l  N— 1

(Ау, и) =  — ^  (ау-^хл vih =  — 2  а‘*У*-М +  2  =
1 = 1  1 = 1  1 =  1

A'-i /V N
=  2  -  S  =  2

1 =  1 1 = 2  1 = 1

Отсюда видно, что (Лу, и) =  (у, Ау) и
N

(Ау, у) =  ^  (20)
1=1

Из тождества (20) получаем неравенства
N N

Cl 2  У1лк <  (Л'Л .'/) <  с2 2  //г.Л-
1 = 1  1 = 1

Согласно (13) имеем

{Ау, У) =  2
/ = 1

где А — оператор, определенный согласно (6).
Поэтому последние неравенства можно переписать в виде

с1(Ау, у) (Ау, у) ^ с2(Ау, у)

или в виде операторных неравенств
с ,Л ^ Л < с 2Л. (21)

Два оператора, Л и Л, называются энергетически эквивалентны
ми операторами, если выполнены неравенства вида (21) с положи
тельными постоянными си с г. Название объясняется тем, что в 
приложениях выражение (Ау, у) представляет собой энергию само
сопряженного положительного оператора А. Константы си сг на
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зываются константами эквивалентности операторов А и Л. Норма 
||у||А= У (Ау, у) называется энергетической нормой, порожденной 
оператором А.

Из (21) и (18) получаем неравенства

Cl6£ <  Л <  —  Е, 6 =  — ,1 я2 р
из которых следует, что спектр оператора (19) принадлежит отрез
ку [с,6, 4c jh2].

Свойства матричных неравенств, доказанные в п. 3 § 4 гл. 2
ч. II, остаются справедливыми и для операторных неравенств в ко
нечномерном пространстве Я со скалярным произведением, если 
только заменить в соответствующих неравенствах транспонирован
ные матрицы Ат, Вт на сопряженные операторы А*, В*.

В частности, если Л * = Л > 0, то существует квадратный корень 
Л1/1 из оператора Л, который является самосопряженным положи
тельным оператором. Если L — обратимый оператор, то оператор
ные неравенства

Л^гВ, L ' A L ^ L ’BL
эквивалентны. Если С* =  С > 0 и а, £ — любые вещественные числа, 
то эквивалентны неравенства

aC^fiE, a

§ 2. Задача на собственные значения 
для пятиточечного разностного оператора Лапласа

1. Самосопряженность. В § 1 гл. 2 изучалась разностная задача 
Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике. Эта задача 
порождает оператор, который называется пятиточечным разност
ным оператором Лапласа и определяется следующим образом:

(Л i/)i/ =  Ух,х2Л’ 0)
i = l ,  2, . . . ,  N — 1, j =  1, 2, . . . ,  _V2—1, /1^, =  /,, h2\ ’2 =  l2, 

y(Xij) =0 , если Xij-e'y.

Прямоугольная сетка Q =  co(J"( с шагами hL и /i,„ состоит из узлов 
Хц =  (х<°, xf) ,  х<£) =  ihu x f  =  jh2,

i =  0, 1, . . . ,  Nu /= 0 ,  1, . . . ,  N2, haNa =  L, ct— 1,

a  — множество внутренних узлов сетки Q и ]•— граница П.
Предположение о том, что уц= 0 на не является дополнитель

ным ограничением в случае задачи Дирихле, поскольку можно 
считать, что неоднородные граничные условия учтены правой 
частью операторного уравнения Ay — f.

Введем линейное пространство Я функций, определенных на 
сетке П и обращающихся в нуль на у. Это конечномерное про
странство размерности (Я,—1 )(N2—1). Определим в Я скалярное
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произведение и норму
л ^ - l  Л ' . - 1  ________

(У, V )  = 2  hi 2  /г2yipih \y \ \=Y (У, У)-
г=1 /=1

Будем считать, что оператор А действует в пространстве Н.
Покажем, что оператор А, определенный согласно (1), является 

самосопряженным и положительным в Н оператором. Пусть 
у, н е й ,  Так же как и в § 1, можно доказать, что при каждом / =  
=  1, 2, . . . ,  N2—1 справедливо тождество

ЛД-1 Л\
-  2  h^ x a / v‘/ = 2  h^Xu4VXuU W

i— 1  i— 1

и при каждом t = l ,  2, . . . ,  N\ —1 — тождество
N t - l

-  2  h^ , . n vy
i=i

Л ',

2 h0y- --v-I ^Хг,Ч X’
/= 1

(3)

где
Ухиц =  (&/ ~  yi-i,i)lhi, У-Х2,ц — {Уч

Из (2) и (3) получим
Л'2-l Л̂ -1 Л’2-1

-  2 h* 2 h^ M v 4 -  2 /г1 2 h ^ x , v 4 =

=  2* л» 2  +  2 *lh 2  ь & ' А т
/= i i=i t—i /=1

т. е.

(Лг/, г.1) = 2 /г1 2 h*y-*aiv*uti + 2 Al 2 h* x , A . i r
i'=l /=1 t=l /=1

Поскольку функции у и и входят в правую часть тождества (4) 
равноправно, получаем, что (Лу, v) =  (y, Av) для любых у, у е й .  
Итак, оператор Л — самосопряженный.

2. Оценка собственных чисел. Положительность оператора. Рас
смотрим теперь для этого оператора задачу на собственные зна
чения

Ау=Ху
или, более подробно,

Ух^.и +  Ух#,м +  '-Уч' ~  °* хч <= со, (5)
Уц—3, Х;-се у ■

Так как Л — самосопряженный в Н оператор, существуют {Nt—1) X 
X (jV2—1) действительных собственных чисел, а система собствен
ных функций образует в Н ортогональный базис.
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Выпишем в явном виде решение задачи (5). Рассмотрим два 
набора чисел

а * =  — sin2 nk-Ji-L
2k ’

* i = l , 2 ,  ..

к  =  —  
ч

■ sin2 nk2h2 
212 ’ *2=1 , 2 ,  ..

и образуем всевозможные суммы вида

Я.й1й!= ^й1+Х)12, ka= l ,  2, Na—1, a = l ,  2. (6)

Далее, рассмотрим системы функций
/ с» ТТ Ь у ̂ ̂

=  У — sin - р - ,  ^ = 1 ,  2, . . . ,  Л  ̂— 1,
' *1 *1

xM =  ihu i =  0, 1, . . Nu h1N1 =  t1 
и

О S l k -чХ ^

- s i n - — - ,  *2= 1 , 2 ,  jV2 — 1,
/‘2 *2

=/^2.  7 =  0, 1, . . N2, h2N2 — l2

и образуем всевозможные произведения вида

Р* (Хц) =  щ, (лф>) О#1),
k = { k l, k 2), k t= \ ,  2, . . . .  7Vt— 1, *2=  1 , 2 ,__ TV2—1,

*// =  (*<°, *<л) е

(7)

Учитывая результаты § 1, относящиеся к одномерной задаче на 
собственные значения, можно простой подстановкой чисел (6) и 
функций (7) в уравнение (5) убедиться в том, что при каждом 
k =  (ki, k2) число

Xк =  Xk,k2 = . sin2£Ml +  -±-sin2 ДМ*. 
*k hi 2L (8)

является собственным числом пятиточечного разностного операто
ра Лапласа (1), которому отвечает собственная функция

2 nk2xip
№ (хп) =  Ры* (хч) =  ~Т7тТ sin —;— sin —;— • (9>

У n h  k  h

Индексы k = ( k u k2) и m=- (mh m2) назовем совпадающими, 
и обозначим k =  m, если k2 =  mu k2= m 2 и несовпадающими 
{k^=m) — в противном случае. Покажем, что при k^=m функции 

и рт являются ортогональными, т. е. (pfe, pm) = 0  при k^=m. По
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определению имеем
JVt-i Nr-1

(и*, ^  /г' 2  ') .и*> (<Л) М<"1 К ’) (*(2Л) =
t'=l /=1

2  ЛгИ-*, (х<р) р,„2 (*</>) j  .

Согласно замечанию на стр. 314 в § 1, по крайней мере одна 
из сумм, стоящих в круглых скобках, равна нулю при 1гфт. Ана
логично доказывается, что норма функции (9) равна единице. Та
ким образом, система функций образует ортонор-
мированный базис в пространстве Н и числа Xklk2, определенные со
гласно (8), составляют при k,— \, 2, . . . ,  ЛА—1, k2= l ,  2, . .., А2—1 
весь спектр оператора А.

Пользуясь результатами § 1, относящимися к оценкам собствен
ных чисел одномерной задачи, получаем, что все собственные чис
ла (8) удовлетворяют неравенствам

2  > 4 ^  ( х ф 1)  Ц т ,  ( л ф > )  

1-1

9 9 _

Л
—  +  —  
л? £

(10)

Наименьшее и наибольшее собственные числа
л / l x , 4  .  о  я Д , 4 о nho

-------------sin2 ---------- -- A m a x =  —  C O S 2 -------1 + — C O S 2 — -

2*1 h 2  2 / - .  ’ п2 h\ 2/ ,  ^ 4 2̂2
Так же, как и в § 1, получаем оценки для энергии оператора 

^mJlyll2̂  {Ay, у)
Заметим, что согласно (4),

{Ay, i / ) = 2  2 1 h* (^ ,,/)2 +  * 2 ,ч 2
i=i /=1 i=i /=1

§ 3. Исследование устойчивости и сходимости схемы с весами
для уравнения теплопроводности

1. Исходная задача и разностная схема. Схема с весами для 
уравнения теплопроводности рассматривалась в § 4 гл. 1, где была 
исследована ее погрешность аппроксимации и найдены необходи
мые условия устойчивости. В настоящем параграфе дано полное 
исследование устойчивости и сходимости схемы с весами и получе
ны оценки погрешности.

Будем рассматривать первую краевую задачу для уравнения 
теплопроводности

т  +  /(*-')- о < * < / ,  о < г < 7 \
d t  д х 2

u(0, t) = и { 1, 0 =  0. о (1)
и (х , 0) = и 0(х), 0 ^  х  ̂  /.
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Введем сетку coAt=io/,Xcot, где
<i)h =  {xi =  ih, i =  0, 1, N, hN =  l\, 
<ax =  {tn =  nx, n =  Q, 1, .. ., К, Kx =  T},

и обозначим yl = y ( x u tn),

у?п ~ у! n y h - M  + y h  
yt,i -  - - У**-1 -  h*

Дифференциальную задачу (1) заменим на сетке шЬт разностной 
задачей

&  =  < . «  +  ( 1 - ° ) & . . +  ф?. (2)
i = l , 2 ____М— 1, л =  0, 1.........К— 1,

где а — число и ф?— сеточная функция, заменяющая функцию 
f(x, t). К уравнениям (2) следует добавить разностные начальные 
и граничные условия

Уо = У й  =  0 . п =  1 .2 ,  . .  К— 1,

y] =  u0(xi), i =  0, 1, . . N.
(3)

Разностная задача (2), (3) называется схемой с весами для 
уравнения теплопроводности. Точность этой разностной схемы ха
рактеризуется погрешностью г* = у "—u(xit /„). Для погрешности 
получаем задачу

П Л + 1  1 / 1  ч п  , , п2м  =  o z x X ,i  +  ( [ - a ) z ' x x . i  +  b ,

i = l , 2 , . . . , l V - l ,  п = 0, 1........ /с—1, (4)
Z0 =  ZN =  °< 2? =  °. 1 =  0,1

где ф? =  — u"i +  ouĵ j +  (1 — а) и^х . +  ф 1 — погрешность аппро
ксимации схемы (2), (3) на решении задачи (1). В § 4 гл. 1 было 
показано, что при надлежащем выборе ф? справедливы соотно
шения

ф" =  О (т2 +  Щ при a =  a, =  j  — - ^ - ,

ф7 =  0 (т2 +  h2) при о =  0,5,
ф" =  О (х +  /г2) при а ф о „  а =£0,5.

В настоящем параграфе мы получим оценки решения разност
ной задачи (2), (3) через начальные данные У\ и правую часть ц>?, 
выражающие устойчивость схемы по начальным данным и по пра
вой части. Из этих оценок будут сразу следовать оценки погреш
ности z? через погрешность аппроксимации ф?, характеризующие 
сходимость и точность схемы (2), (3).
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Для того чтобы схемой (2), (3) можно было пользоваться, не
обходимо, чтобы уравнение (2) было разрешимо относительно у"+1. 
Введем оператор, уже рассмотренный в § 1, а именно оператор 
второй разностной производной

(Ay)i =  - y - x ., i =  1, 2, . . . ,  N  — 1, У0 — Ум — 0. (5)

Тогда схему (2), (3) можно записать в операторном виде
ип+1 — ип-----------— (- oAyn+1 +  ( 1 — а)Ауп =  <рп, у° — и°, (6)

где уп =  (у?, y l ,  y nN-i)T, фи =  (фы . . . .  фл'-х)7, и°=  («о (-к.),
и0(х2), . . . ,  ua(xN- i) )T, или, что то же самое, в виде

(E + axA)yn+1 — (Е—(1—а) хА)уп + ху”,
где Е — единичный оператор. Разрешимость уравнения (6) относи
тельно yn+i эквивалентна обратимости оператора В — Е + ахА. Опе
ратор В будет иметь обратный, если потребовать

1 +  отЛ*>0, k = \ ,2 ,  (7)
где Я*>0— собственные числа оператора (5). В дальнейшем всегда 
будем предполагать, что неравенство (7) выполнено. Заметим, впро
чем, что условие разрешимости (7) следует из полученного далее 
условия устойчивости схемы (2), (3).

2. Устойчивость схемы по начальным данным. Переходя к иссле
дованию устойчивости схемы (2), (3), будем искать ее решение в 
виде разложения по ортонормированному базису {р*}^* собствен
ных функций оператора (5). Явный вид собственных чисел и соб
ственных функций р„ дается формулами (12), (14) из § 1. При 
каждом п решение yl = у ( х и tn) можно представить в виде

N - 1

У ( X i ,  tn) =  2  с* (tn) РА ( X i ) .  (8)
k=i

Правая часть ф? уравнения (2) также допускает разложение
N-1  ^

ф ( X i ,  tn) =  2  Ф* (tn) ИА (xi)- (9)
k=l

Здесь ch(tn), фh(tn) — коэффициенты Фурье функций у(хь tn), 
ф(^, /„) соответственно. Подставляя (8) и (9) в уравнение (2) и 
учитывая, что (рь(х ) )г ,,= —А,*р„(х(), получим

^  J  Ск ( 1п+1) ~ ск ( 1п) , ,  ы  ч ,2  И* (хд --------- -------------b oXkCk (tn+i) +

+  (1 — a)lkck (tn) — 4>k(tn) =  0.

В силу линейной независимости функций pft(x) отсюда следует ра- 
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венство нулю выражений, стоящих в квадратных скобках, т. е.

■ C*(-W ~'Cg('n) +  ahC k (/»«) + ( 1  -  a) l kck ( t n) =%(/„), ( 1 0 )
т
« = 0, 1, . . .  , /С—1, £=1,2,

Уравнение (10) при каждом £ представляет собой разностное 
уравнение первого порядка относительно cin) =  ck(tn) . Чтобы выде
лить единственное решение, надо задать начальное условие ск{0) =  
=  {Уй, Р*) ■

Из уравнения (10) получаем
C k  ( t a + l )  =  Ц к С к  ( tn)  +  ■ /  ф к  ( t n ) , ( И )1 *т" ОТЛ,̂

где

Йк =
1 -( !  ~ о) т£а 

1 +  аткк (12)

Выражение, стоящее в знаменателе, положительно согласно (7). 
Учитывая (8) и (11), представим решение у"+1 задачи (2), (3) в 
виде

Л ' - 1  

k=l
ЧкРк ( tn)  +

1 “I- от At
■ Ф *  ( tn) Pfe (Хс). (13)

Обозначая
Л'-1

уТх =  2  qkCk ^  м *
k=\
N - i  i
k=i + OTkk Ц>к ( t n )  P *  (Xi ) ,

(14)

(15)

П-Ы "П+1 I ~tl+1получим, что гд =  г/£ + t / £ .
Оценим по отдельности нормы функций уп+1 и yn+l. Из (14) в 

силу ортонормированности базиса {pft} получаем

IIу*+1 f  =  2  (у?'1)2 h =  2 ql (с* (^))2 

и,следовательно,
/N-1
2  (с* (*»))*

\k=i

Ум

шах |?* |= ||г /Г1|1 max \qk\.
L-SfegA’-l

Потребуем, чтобы выполнялось условие
|<7*|<1,  k=\,  2, . . . ,  N-L

Нетрудно видеть, что (16) эквивалентно условию
U -----

тЯ;V-i

(16)

(1 7 )
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где Ky~l=  —  cos2—---- наибольшее собственное значение операти-
h2 2 /

ра (5). Условие (17) будет выполнено, если потребовать

о \_
2 4т

(18)

Заметим, что из (17) при любом k = \ ,  2, N—1 следует не
равенство

1 +  отЯ* >  О,

т. е. неравенство (7).
Итак, если выполнено (18), то справедлива оценка

l l r +1ll^ llr ll.  09)

По существу, эта оценка означает устойчивость схемы (2), (3) по 
начальным данным. Действительно, если в уравнении (2) 
ф" =  0, то у"+1 =  у1+1, и из (19) получаем

11Г+11К  \\Уп\\ SS \\Ул-'\\ ^ • • <  ]1'/°11,
что означает устойчивость схемы (2), (3) по начальным данным в 
норме

/  Л/—1  \ %

1 1 / 1 = ( 2  ку2ч  • (20)

Таким образом, приходим к следующему выводу. Если пара
метры схемы (2), (3) связаны неравенством (18), то схема устой
чива по начальным данным и при любых уа̂ Н  для решения зада
чи (2), (3) с ф? = 0  справедлива оценка

l l r +‘ll^ lli/0ll, /1 =  0,1..... К - 1,

где норма ||у|| определена согласно (20).
Заметим, что неравенство (18) совпадает с полученным в § 4 

гл. 1 необходимым условием устойчивости схемы (2), (3).
3. Устойчивость по правой части и сходимость. Чтобы оценить 

функцию yn+l (см. (15)), усилим условие (18) и потребуем выпол
нения неравенства

(1 — е) ла
4 т

(21)

1 1 _ с
с постоянной е е (0 , 1). Тогда ------------- , и при любом k =

2 тЯ .

=  1 ,2 , . . . ,  N— 1 получим

1 +  а т Я ^ ^ + 1 - - (1- Ё)^
2 > 1

1

(1 — Е) Яд/_1
=  Е > 0 ,
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т. е. 1 + о х Х к^ е > 0 .  И з  р а з л о ж е н и я  (1 5 )  п о л у ч а е м
N - 1 N - 1

II У'Л+1 112
“  ( 1  4 -  атХк)2- (ф* (*я))2 <  —  2  (Ф* (̂ я))*.

следовательно,
(2 2 )

Если о^О , то условие (21) становится лишним, так как l + axXk^ l  
и оценка (22) выполняется с е =  1. Из неравенства треугольника

||у"+1| |^ | |у п+111 +  ||у"+М1

и оценок (19), (22) получаем неравенство

!1‘Г 11 < 1 И 1 + - « ф '! |, (23)е

справедливое при п = 0, 1, . . . .  К—1. Суммирование (23) по п при
водит к оценке

fljrM K IU fl +  j i ;  т ||ф /|р (24)
/=0

которая означает устойчивость задачи (2), (3) по начальным дан
ным и по правой части. Из оценки (24), учитывая условие тп^.Т ,  
получим

II 1 ̂  II У0 II +  —  max 1 ф'Ц. (25)
в

Итак, если выполнено условие (21) с e g ( 0 ,  1), то схема ( 2 ) ,  ( 3 )  

устойчива по начальным данным и по правой части, причем для ее 
решения справедлива оценка (25). Если о^О  и выполнено условие 
(18), то справедлива оценка (25) с е = 1 .

Из оценки (25) и требования аппроксимации следует сходи
мость схемы (2), (3). Для задачи (4) оценка (25) принимает вид

И | | ^ -  т а х ||^ ||.  (26)
в

Следовательно, ||2П+ || имеет тот же порядок малости, что и по-
1 h%грешность аппроксимации. В частности, при о = о .=  — — —  , 

Ф tn+ y,) +  tn + y ,)+  о (т2+ й 4) имеем ||фЧ1 =  0 (т2 +  й4),
а условие устойчивости (21) выполнено с е =  2/3, поэтому ||2П+1Ц =  
=  0 (т 2 +  /г4), т. е. схема имеет второй порядок точности по т и чет
вертый — по h. Если о=0,5, ф ?  = f ( X i ,  tn+,/2)  +  0 ( t 2  + / i 2 ) ,  т о  условие 
устойчивости выполнено при любых т и h и ||2п+1|| =  0 (т 2 +  й2). При 
остальных значениях о имеем ||27,+1|| =  0 (т  +  й2), если выполнено 
(21) с е е (0 , 1), или если а^;0  и выполнено (18).
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4. Схема с весами для двумерного уравнения теплопроводности.
Пусть область G — прямоугольник {0< ха<1а, а= 1 ,  2} с границей 
Г. В области Q =  G x ( О, Г] рассмотрим первую краевую задачу 
для двумерного уравнения теплопроводности

ди
Щ

д2и  ̂ дги 
дх\ дх\

(М< х2, /) PEE Q,

и (х], л’2 , 0) — Uq (ху, л'2), (Xi, 2̂) Д G* (27)
и (xlt х2, i) =  0, (хь х2, t) <=: Г х (0, Т].

Оператор Лапласа аппроксимируем так же, как и в § 2, пятиточеч
ным разностным оператором. Для этого введем сетку по про
странственным переменным следующим образом:
Qn =  {хц =  (х« х<'>) | xf> =  ihu x f  =  jh2,

i =  0, 11 . . ., j =  0, 1, . . ., Л̂2, haNa, =  lx, cl =  1,2).
Множество точек сетки Q,„ принадлежащих Г, будем обозначать 

через а множество внутренних точек — через так что 
=  cDf1|J'pI. Определим на Qh разностный оператор

^УЧ y~XiXi.ii y~xiXt.il'

Уи=0, Хц<=Чн.

т ,
(28)

По переменной t введем равномерную сетку
(ot =  {tn =  nx, гг — 0, 1, . . . ,  К, Кт =  Т}

и обозначим у .̂ =  у(х'^, x j \  tn). Дифференциальную задачу (27) 
аппроксимируем разностной схемой с весами 

ипУ1 — ф.
- 11 -- 1'-  +  оАу’̂  +  (1 -  о) АЩ, = 0 ,

< = 1 ,2 , . . . ,  Nj_~ 1, / =  1, 2, . . . .  Л72 — 1, n =  0, 1, К — 1,
(29)

у0и = и й (х</\ хУУ), X i / S Q h ,

i/^ =  0, Xi/6= yh, /1 =  1, 2, . . К. }

При а = 0  получаем явную схему, для которой решение уJ)+1 вы
ражается явным образом через значения ylj. Если о=^0, то схема 
неявная и для нахождения у"/1 требуется решить систему двумер
ных разностных уравнений. Методы решения таких систем будут 
изложены в гл. 5, а один из методов рассматривается в § 6 настоя
щей главы. Схема имеет второй порядок аппроксимации по h и 
первый по т (за исключением случая о =  0,5, когда по т также вто
рой порядок аппроксимации).

Рассмотрим вопрос об устойчивости схемы (29) по начальным 
данным. Исследование устойчивости проводится точно так же, как
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и в одномерном случае с помощью метода разделения переменных. 
На самом деле даже нет необходимости повторять проделанные ра
нее выкладки. Достаточно заметить, что основные результаты об 
устойчивости схемы (6) не зависели от конкретного вида операто
ра А, а использовали только следующие его свойства:

1) существование полной ортонормированной системы собствен
ных функций,

2) положительность всех собственных чисел и знание верхней 
границы Хтах спектра.

При этих условиях было доказано, что схема (6) устойчива по
начальным данным, если весовой множитель а удовлетворяет нера
венству

2
2 Т А

1
m a x

(30)

Обратим внимание на то, что схема (29) имеет тот же вид, что и 
схема (6) с ф” =  0, однако оператор А определяется теперь по-ино
му, а именно в соответствии с формулами (28). Как было показа
но в § 2, оператор (28) обладает перечисленными выше свойствами 
1) и 2), причем для него

ктах =  ±  cos2 z b ,  +  ±  cos2 <  _L +  J_  
hi 2/x ^  A* 2h hi hi

Условие устойчивости (30) будет выполнено, если

а ^ 2
2

1
тЛ (31)

Таким образом, схема (29) устойчива по начальным данным 
при условии (31). Устойчивость здесь понимается как выполнение 
при любых начальных данных оценки

№Я1К№°11, / 1 = 0 , 1 , . . . , * - ! ,
где

Л/,-1 JV,-1
\УПГ =  2  ̂S А̂ “/)2

i=i i=i
Аналогично исследуются устойчивость схемы (29) по правой части 
и ее сходимость. Если о=0,5, то схема (29) имеет второй порядок 
точности по т и по h, при остальных о — первый порядок точности 
по т и второй — по h.

Условие (31) становится более наглядным, если сетка — 
квадратная, т. е. hi =  h2= h .  Тогда неравенство (31) принимает вид

2
2

hI
8т (32)

В частности, явная схема (о= 0) устойчива при условии —  — ,
А г 4

которое является еще более жестким, чем в одномерном случае.
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Неявные схемы с 0,5 абсолютно устойчивы, однако в отличие 
от одномерного случая решение неявных двумерных разностных 
уравнений представляет значительные трудности.

5. Асимптотическая устойчивость. Проведение расчетов на со
временных быстродействующих ЭВМ предъявляет к разностным 
схемам наряду с обычными требованиями аппроксимации, устойчи
вости и сходимости ряд дополнительных требований. Эти требова
ния сводятся к тому, что разностная схема должна хорошо модели
ровать характерные свойства исходного дифференциального урав
нения в условиях, когда шаги сетки остаются конечными. Так, при 
решении уравнений параболического типа на больших отрезках 
времени существенное значение имеет свойство асимптотической 
устойчивости разностной схемы. Поясним понятие асимптотической 
устойчивости на примере разностных схем для уравнения тепло
проводности

ди д2и Л . ,  , , . Л
о < * < ; ,  ; > о ,

d t дх2

и (0, t ) = u  (I, t) ■■ 
и (х, 0) =  U q ( х ) ,

Как известно, решение этой задачи можно записать в виде ряда

:0,
Os

t > 0 , 
: х sg /.

(33)

nkx e-4t (34)

где Xk =  
водной и

n2k2

и (x, t) =  у ^  j-  ^  ck si- {
* k=l

собственные значения оператора второй произ-

Ck- / ? ь (х) sin nkx dx

— коэффициенты Фурье функции иа(х). С ростом t гармоники
-ъ-ь1 ■ nkxUk =  Сие sin —j—

при k > \  затухают быстрее, чем первая гармоника, так что при 
больших значениях t имеем

и (х, t) : / 2 } , . пх
Г  ‘ Sin — (35)

Для среднеквадратичной нормы решения задачи (33) 

|И 0 1 |  =  ( j  ы2 (*, t ) d x '

из (34) следует оценка
И 0 1 : ;е-^||ц(0)||, = (36)
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Далеко не всякая разностная схема, устойчивая и аппроксими
рующая задачу (33), обладает свойствами, аналогичными (35), 
(36). Рассмотрим семейство схем с весами

=  *’= 1 .2 ,  . . .  , N — 1, /1 =  1,2,* Xа 11 XXft

У'1 =  УЪ =  Ъ, 4tf =  “o(*t).
(37)

аппроксимирующее задачу (33). Потребуем, чтобы для решения 
разностной задачи (37) выполнялась оценка

IM I^ e " 6'i*/o (38)
(  N-x  у / ,

где tn =  m, Iг/1 =  I ^h (y? )  и 8 =  6(т, при т->-0, h-y0.

Свойство, выраженное неравенством (38), будем называть 
асимптотической устойчивостью разностной схемы. Заметим, что 
устойчивость в обычном смысле определяется как выполнение оцен
ки (38) с 6 =  0.

Получим условия асимптотической устойчивости схемы с веса
ми (37). Как было показано ранее, из представления (14) для ре
шения задачи (37) следует оценка

где
ЦУ“+1К  max \qk\\\yn\\,i<.kfg.\>-i

qk =  i — 1 +  ’ k =  1, 2, . . . .  N — 1

(39)

(40)

и %{k)— собственные значения оператора второй разностной произ
водной,

0 < ^ > < С <  (41)
Устойчивость по начальным данным в обычном смысле обеспе

чивается условием
| <7jv—11 ^1 . (42)

которое можно записать в виде

о ^ \_
2 ^N- 1

(43)

Исследование асимптотической устойчивости схемы с весами 
(37) основано на следующей лемме.

Л е м м а  1. Пусть величины qh определены согласно (40), (41) 
и параметр о удовлетворяет условию

1 +  axhuli >  0. (44)
Если выполнено неравенство

qi + qN- t> 0, (45)
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то q ^ ( О, 1) и
Ы < ? 1 . k =  2, 3, . . . .  N— 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (41), (44) следует, что
(4 6 )

1 +  atXf1 >  1 — ^  О,
KN-1
kih)

т. е.
1 +  атХР >  0, k =  1, 2, . .. , N — 1.

Неравенство (46) эквивалентно выполнению двух неравенств: 
<7i—^Л> 0  и ^! +  (7а> 0. Согласно (40) имеем

?i — Чк ■■ > 0 , k =  2, 3, , N — 1.(l +  aT ^H l +  a t ^ )

Далее, <7i+<7i.= (^ -M n- i) + (?А—qN- i) , откуда, учитывая условие 
(45), получим

Ql +  Як >  <7* — Qn—i — 

следовательно,

(1 +  <гЛ£>)(1+  «&$*) 

<7i +  <7k>°. * = 1 , 2, 1.

Д,

Тем самым неравенство (46) выполнено. Из него следует, что 
<7)>0. Неравенство ^ C l  следует из (40), (41), (44). Лемма 1 до
казана.

Заметим, что для неотрицательных о условия (44) всегда выпол
нены.

С л е д с т в и е  1. Если выполнены условия леммы 1, то для ре
шения разностной задачи (37) справедлива оценка

№"11<р%°11, (47)
где

1 — (1 — <т) т%[h) 
р==<?1= 1 +  ax>.f> (48)

Доказательство следует немедленно из оценок (39), (45). 
С л е д с т в и е  2. Если выполнены условия леммы 1 и параметр 

а не зависит от т и h, то схема с весами (37) асимптотически устой
чива.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно (38) достаточно показать, что
р* =  е"ы\  (49)

где 6 = 6  (h, т)—>"Я2//2 при т-»-0, h-*-0. Переписывая равенство (49) 
в виде

6 =  — 1п -  , (50)
т р
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получим из (48), что

6 =  — In ■ 
т

1
Т Х < Л > т ( 1 +  ащ +  О (Pi) j  < (51)

1 +  oxX̂ 1

л h
где р ,=  < > .  3 аметим, что

j(h) _  _ 4 _  s j n 2

h2 21
при h—y-О и тХ ^ - уО при т->-0, h-y-0. 

Поэтому из (51) получим

л“
~¥

6 =
х‘А>

+  oxX<ft>
+  0(т)

и lim 6(/г, т ) = л 2//2, что и требовалось.
о

Не представляет труда более подробно выписать асимптотику величины 
б {h, т) при х-»-0. Имеем

б (h, г) =  -  In —  =  Х<;,) -  (a2 -  (1 -  а)2)
г р 1 2

( Х ^ ) ) 2

+  (03+ ( 1 _ 0)3). 1 (xf’)»

-  ( а * —  ( 1  —  О ) 4 )

I (Я</г>)4
. (О»+ (!_„)•)-

(Х<л,)‘
+  О (х*),

откуда видно, в частности, что б (/г, т ) =  X)ft)+ 0 ( x 2) при <j=0,5.

Таким образом, неравенство (45) представляет собой условие 
асимптотической устойчивости схемы с весами (37). Его можно 
переписать в виде неравенства

xX<ft>

1 +  охХ),г)
тЯ#-1 

1 +  arxXĵ < 2 , (52)

где X[h) =  —  sin2 =  —  cos21 Л2 2l ’ ' 1 ft2
л h
2Г  ’

Заметим, что из (52) и (44) следует неравенство
тХ(,1)taN- 1

1 +  охХ#^
< 2 ,

совпадающее с (17) и обеспечивающее устойчивость схемы (37) в 
обычном смысле.

Из (52) получаем, что явная схема (о= 0) асимптотически 
устойчива при условии т<0,5 /г2. Чисто неявная схема (о= 1) 
асимптотически устойчива при любых т и h. Симметричная схема- 
(о=0,5) асимптотически устойчива при условии

т <  2 / У  O / v -1  ~  hillт. (5 3 )



Таким образом, симметричная схема, будучи абсолютно устойчи
вой в обычном смысле, является условно асимптотически устойчи
вой при условии (53).

Асимптотическая устойчивость разностной схемы тесно связана 
с ее точностью. Нарушение асимптотической устойчивости приво
дит к потере точности схемы на больших временах. Так, в [32] по
казано, что если положить

х =  т т >  1,

то при больших t решение y(tn, х{) симметричной разностной схе
мы имеет асимптотику

у (tn, хО *  ( - 1 )1'-1 sin .

Сопоставляя с асимптотикой (35) решения исходной задачи, видим, 
что решение полностью искажается.

Отметим, что в [32] предложена разностная схема для уравне
ния теплопроводности, обладающая безусловной асимптотической 
устойчивостью и имеющая второй порядок точности, однако данная 
схема не принадлежит семейству схем с весами (37).

§ 4. Решение разностного уравнения второго порядка 
методом Фурье

Рассмотрим разностную схему
Ухх,1 =  — ̂ > t '=  1, 2, . . . , А — 1, y0 =  yN =  0 (1)

и построим ее решение в виде разложения по базису собственных 
функций оператора

(Ау)1 =  - у-хЛ, i =  1, 2, . .. , N — 1, hN =  t, y0 =  yN =  0. (2)

Оператор (2) подробно изучался в § 1, где было показано, что он 
имеет полную ортонормированную систему собственных функций

Л = 1 , 2 ,  . . .  , N — l, t =  1, 2, .. . , N—I.

Соответствующие собственные числа оператора А имеют вид

Xk = nkh 
21

Поэтому можно искать решение задачи (1) в виде
ЛГ-1

У!— У (xi) =  2  СкУк (*/)» / = 1 . 2 ,  . . .  , N — \, (3)
k=l

где ск— неизвестные пока коэффициенты.
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Разложим правую часть уравнения (1) в сумму Фурье, т. е. 
представим ее в виде ^

/ / =  2  
А=1

где N-1
h  =  (/, Ра) =  2  Z/'f1* (*/) h> k =  1 • 2- • • • • N — 1. (4)

l=i
Подставляя разложения (3), (4) в уравнение (1) при г =  /, получим

N-1 «-1
2  с*(ра (*))*,./ =  — 2  (*/■),
А=1 А=1

откуда, учитывая соотношение (р* (Х))хх.{= — tapA (*/) и линейную 
независимость функций jxfe(х), приходим к уравнениям

C k h = f k ,  k  =  1, 2, . . .  , N  — 1.

Отсюда находим значения коэффициентов Фурье функции y(Xj):
ск =  /аДа, 6 = 1 , 2 ,  . . .  , N — 1. (5)

Таким образом, приходим к следующему алгоритму решения 
разностной краевой задачи (1). Сначала по заданной правой части 
fj и известным собственным функциям рЛ*,) вычисляем по форму
лам (4) коэффициенты Фурье правой части. Затем по формулам
(5), пользуясь тем, что собственные числа известны в явном виде, 
находим коэффициенты Фурье ск искомого решения у{х) .  И, нако
нец, вычисляя суммы (3), находим решение */(*,).

Подсчитаем число умножений и делений, необходимое для на
хождения указанным способом решения задачи (1). Для вычисле
ния }к при каждом k требуется N—1 умножений, а вычисление всех 
fh, 6 = 1 , 2, . . . ,  N—1, требует (N—I)2 умножений. Следует под
черкнуть, что здесь и далее мы предполагаем все функции рД*,) 
и числа кк уже вычисленными и хранящимися в памяти машины. 
Вычисление коэффициентов с„ по формулам (5) требует N—1 де
лений. Вычисление yt при фиксированном / по формулам (3) тре
бует N—1 умножений, а вычисление всех yh j =  1, 2, . . . ,  N—1 тре
бует (N—I)2 умножений. Таким образом, весь алгоритм осуществ
ляется за 2(7/—I)2 умножений и N—1 делений. Вспомним, что 
уравнение (1) можно решить методом прогонки (см. п. 7 § 4 ч. I) 
по формулам

=  0- !— , t ' = l , 2 ,  . . .  , N — 1, а± =  0,2. a t-
pi+i = a i+l( ^ + h 2ft), t =  1, 2, . . . ,  N— 1, ^ = 0 ,

У i--®i+lj/i+l T $i+u i =  N 1, N 2, . . . ,  1, Ун==0
всего за 2 (N—1) умножений и N—1 деление.
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Следовательно, предложенный здесь метод Фурье неэкономичен, 
он требует 0 (N 2) действий вместо O(N) действий в методе прогон
ки. Пользоваться таким методом для решения одномерных разност
ных краевых задач нецелесообразно. Однако данный метод в соче
тании с методом быстрого вычисления сумм вида (3) нашел 
применение при решении двумерных разностных уравнений с посто
янными коэффициентами. Эти вопросы рассматриваются в следую
щих параграфах.

§ 5. Быстрое дискретное преобразование Фурье

Наибольшее число действий в методе Фурье требуется для вы
числения сумм (3), (4). Эти суммы имеют вид

S,- —
N-i
2  2*sin
ft=l

n k j_  . .  2

N • 1 ’ ’ N -  1, 0)

где zh— заданные числа.
Для непосредственного вычисления всех Sj, / '=  1, 2, . . . ,  N— 1, 

требуется, как уже отмечалось, (N—I)2 умножений. Сейчас мы, 
следуя [21], изложим метод вычисления сумм вида (1), требую
щий 0 (N \n N )  действий умножения. Такое ускоренное вычисление

Tikiсумм основано на том, что среди чисел sin -^- > k =  1 , 2 , . . . ,  N—1,
/= 1 , 2, . . . ,  N—1, есть много одинаковых. Поэтому можно пере
группировать слагаемые и уменьшить тем самым число умножений. 

Для дальнейшего удобно преобразовать сумму (1) к виду
N - 1

Sj =  2  г*sin
а=1

2 л kj 
2 N

27V— 1

=  2  ZfeSin
k=o

Inkj 
2 N ’

где полагаем za =  zN= z N+l =  . . . = 22N_, =  0. Обозначим M =  2N и 
рассмотрим более общую задачу о вычислении суммы

М-1 . 2п4/ М-1
V j —  2  2kel м  = 2 ZkW>!' '

ft=0 k=Q

где . 2Л
w — е м (2)

и i — мнимая единица. Итак, будем вычислять суммы
М-1

Vj =  2 ZkWki’ / = о, l , . . . ,  м  — l. (3)
ft—о

Ясно, что Inm3 =  Sj для действительных zk. Для дальнейшего суще
ственным является условие Л1 =  2т, т > 0, означающее, что число 
точек сетки N — 2m~l является степенью двойки.

Представим число k в формуле (3) в двоичной системе k =  
=  ka + 2ki + 22k2 + . . . + 2 где ki либо нуль, либо единица.
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Обозначим
k (&т—1, km— 2t • ■ • t k$) t 2* jj Z{Ji o, kiy . . . , km— l) •

Тогда сумму (3) можно записать в виде

И/ =  2  2 (fe0l Alf . . . , fem_x) до(,г° ^ ‘+' • =
*0 А. • • • tkfti—i

=  2  ^ 0/" 2  ^ 2fei/ • •. 2 ДО'*m-lk>n-l!'Z(k0, ku . . . ,  km-,)
*o=o L*.=l l!m-i

Преобразуем внутреннюю сумму

2  до2™ (£0, /гь . . .  , k,n-l).
i—0

(4)

(5 )

Представим число j в двоичной системе j= jo + 2ji + - ■ . +  2m_1/m_1. 
Тогда получим

(KJ2m-1Am_1/o) _ _ _ (ш*№'1*т-1/т-1). (6)

В этом произведении все сомножители начиная со второго рав- 
ны единице. Действительно, w m~x t=w m_1 =  w и, вспо-
миная выражение (2) для до, получим дом=  1, до2'" lfe'n_l2/‘=  1, по
скольку равно либо нулю, либо единице.

Точно так же равны единице и последующие сомножители в
/ \ ,  ̂ q I /произведении (6). Таким образом, до m_1 =до т_1'° и сумму 

(5) можно записать в виде

2  w2m~4^ z ( k 0, k u k ^ ) .
km-1=0

Обозначая эту сумму через z1(/0, kly km- 2) , запишем пред
последнюю сумму в выражении (4) в виде

2  ^ 2m~ 2 w z i  ( /о , к  k2..............km-2). (7)

Представим число 2т_2/гт_2/ в виде 2m-2km-2(j0 + 2jl) +  2mkm- 1{j1 + . ..
. . .  + 2т_3/т_1) , откуда получим до2” 2k™-z'= до2 A"l_2</l,1'2/l). Следова
тельно, сумма (7) равна

Z2 (/'o> Ilf 1̂» п-з) — 2 до2m-2km_^i0i-v'i)
^ 1  (/о - ^Т> ■ • • 1 km-2}~

Далее, аналогичный процесс последовательного вычисления сумм
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продолжается до тех пор, пока в (4) не исчерпаются все суммы.
1

Последняя сумма имеет вид у ,=  ^  oA'Zm-i (Ли А> • • • » /т-2, ft0)-
*о=0

Итак, можно предложить следующий алгоритм вычисления 
сумм вида (3), называемый алгоритмом быстрого дискретного 
преобразования Фурье. Числа k и / представляются в двоичной 
системе

k =  Л0 +  2kx +  22£2 +  . . .  +  2m~1km-1,
/  =  /о  +  2 /'i +  2 2/ 2 +  . . .  +  2 m 1jm- 1 ,

где &(, jt— либо нуль, либо единица. Далее обозначается 2Л=  
=  z(k  о, ku km-i) и последовательно вычисляются суммы, состоя
щие каждая из двух слагаемых:

л
21 (/о* *0, î> • • ■ > kin-i) =  2  ® m 1 °г (fe0, &!, . . .  , km-i),

22 (/'oi A, ô> ^li • ■ • > km-a) -

=  2
2m-2*„,_2(/o+2/,)

2 1 (/'о» ^01 ^1 , ■ • ■ I kin-i),

2m-1 (/o, A......... /«-*, *o) =  2
* 1=0

,2*i(/0+2/i+...+2m 2/m_2)

* 2m_2 (/e, А» ■ ■ • i jm-2, kfji ^i),
l

0/ =  ^  ®fco/2m-i (/o, A, • • • ,  / . г г - 2 ,  ft0)-
* 0 = 0

Подсчитаем число умножений, необходимое для нахождения
всех сумм Kj, /= 0 ,  1....... М—1, при указанном способе вычислений.
Функция 21(/0, &о, ........&т-г) используется только при вычисле
нии функции г2(/о, А, £0,.... ........^m-з). При этом необходимо вычис
лить значения гДА, k0, . . . ,  6m_2) дважды: при &т_2= 0  и &т_2= 1 . 
Вычисление гДА, й0, . . . ,  йт_2) при каждом значении &т_2 требует 
двух умножений. Следовательно, общее число умножений, требуе
мое для вычисления г ДА, £о, йт_2), равно четырем. Такое же
число умножений требуется для вычисления каждой из сумм 
z, (А. А, • • • > А-п К  ku . . . ,  . Всего имеется m таких сумм. По
этому число умножений, необходимое для вычисления у,- при каж
дом фиксированном /, равно 4т , а для вычисления всех у,, / =  
=  0, 1, . . . ,  М, это число равно 4тМ  =  4М log2M. При больших 
д ^ _ 2т -1  ЭТ0 ПрИВ0ДИТ к значительному сокращению числа умноже
ний по сравнению с числом умножений (N—I)2, требуемому при 
непосредственном вычислении сумм вида (1). Так, при N =  128 чис
ло умножений будет почти в два раза меньше.
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§ 6. Решение разностного уравнения Пуассона 
с использованием быстрого преобразования Фурье

В § 1 гл. 2 рассматривалась разностная аппроксимация задачи 
Дирихле для уравнения Пуассона

У7,хиц +  Ут,х„ц —  —  fУ’ ХУ е  ^

Здесь сщ— множество внутренних и yh— множество граничных уз
лов сетки
Qt, =  {*,■/ =  {Х\ \  4 ;)) | =  ihlt 4 п =  jh2,

i =  0, 1, Nt, j = 0, 1, iV2, haNa = la, а =  1, 2}.

Разностная схема (1) представляет собой систему большого 
числа линейных алгебраических уравнений, матрица которой явля
ется сильно разреженной, т. е. содержит значительно больше нуле
вых элементов, чем ненулевых (в данном случае в каждой строке 
матрицы не более пяти ненулевых элементов). Решать такие систе
мы уравнений с помощью численных методов, предназначенных для 
систем общего вида, нецелесообразно, а часто даже и невозможно 
из-за большого размера матрицы. Поэтому развиты специальные 
методы, прямые и итерационные, пригодные для решения двумер
ных разностных уравнений. Они подробно рассматриваются в гл. 5, 
а сейчас мы познакомимся с одним способом решения задачи ( 1 ), 
сочетающим одномерную прогонку с методом Фурье. Заметим, что 
предположение об однородности граничных условий не ограничи
вает общности, так как неоднородные условия Дирихле можно 
включить в правую часть подобно тому, как это было сделано в 
начале § 1 для одномерного случая.

Рассмотрим одномерную задачу на собственные значения
Н(/+ 1 ) -2 М /-) +  м / - 1 )  +  Х[1(/)==0>

h%N2 =  /2, Ио == Рм2 7 0,

/ =  1. 2, . . . .  N i— l,

р (/) =  р ( А
(2)

В § 1 было показано, что задача (2) имеет следующее решение:
nkxl'l . 4 . _о nkh<,_

(/) =  Р* (/) =  У  f-  Sin/2 i
k = l ,  2, , iV2v—1.

h  =  тг sin2 hi 2/, (3)

Зафиксируем какое-либо значение индекса i, 0<^<Л^4, и будем рас
сматривать yiU fij как функции, зависящие только от /, / =  1 , 2, .. .  
. . . ,  Ni—\. Тогда можно разложить ytj, по собственным ФУНКЦИЯМ 
задачи (2 ), т. е. представить их в виде

N2-l Л/2-1
у и =  2  Ck (0 р* (/)> /о =  2  ^  р* (/)■ (4)

£ = 1  £=1
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Подставляя разложения (4) в уравнение (1), получим

2  г* (/) {Ск (0)7Л>( +  2  с* w ^  (/))гЛ>/ = — 2  (о .u* 0‘).ft=l ft=i ft=i
откуда, учитывая уравнение (2) и линейную независимость при
ходим к уравнениям (с*.(£))- ; —Xkch{i)+fh(i)— 0. Таким образом, 
для нахождения коэффициента ск, k = \ , 2, N2—1, в разложе
нии (4) получаем систему разностных уравнений второго порядка

ck (i +  1) — 2ck (i) +  ck (i — 1)
К

— hck (0 + fk (0 = o,

t = l .  2, . . . ,  N{—1, ck(0) = c K(Ni)  = 0 .
(5)

Здесь числа Хк заданы согласно (3), а значения fh(i) вычисляются 
по правилу

fk (0 =  2  hJmik (/'), f =  1, 2, . . .  , Nx — 1. (6)
/'=1

Уравнение (5) решается методом прогонки
1 о  (А) ___„(ft) /о  (ft)al t-1 - P ^  =  a i J i ( r  +  AJ/ft(0).2 +  /ф*-а<*> 

i = l , 2 ,  , N , - 1 ,  =  =
=  +  * =  ^ - 1 , ^ - 2 ,  . . . .  1, Cf tW =  0.

Таким образом, рассматриваемый алгоритм решения задачи (1) 
состоит в следующем. Сначала по формулам (6) вычисляются ко
эффициенты Фурье правой части fa . При каждом фиксированном i  

суммы вида (6) можно вычислить для k = l ,  2, . . . ,  N2—1 с по
мощью быстрого дискретного преобразования Фурье за число дей
ствий 0{N 2\nN 2), а вычисление этих сумм для всех i=  1, 2, . . .  
. . . ,  Nx—1 потребует О (NlN1 In Ыг) действий. Затем надо решить 
методом прогонки уравнения (5) для k — \, 2, . . . ,  N2—1, что по
требует 0 (N iN2) действий. Наконец, зная коэффициенты Фурье 
ch{i), можно восстановить решение Цц по формулам

Л',-1
У и =  2  Ск (0 ^  (/)» 1 = 1 . 2, . . . ,  — 1, / =  1, 2, . . .  , N2— 1,

ft=i
которые аналогичны формулам (6) и требуют того же числа дей
ствий О (MlN2 In N2) .

Следовательно, изложенный здесь алгоритм может быть реали
зован за  число действий 0 (A \jV2 lnN2). Д л я  сравнения отметим, что 
обычный метод исключения Гаусса потребовал бы 0 (N 6) действий 
и, кроме того, громадной машинной памяти.

Недостатком данного метода является необходимость построе
ния в явном виде собственных чисел и собственных функций одно-
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мерной задачи. В случае, когда решение задачи на собственные 
значения в явном виде выписать невозможно (например, для крае
вых условий третьего рода или в случае переменных неразделяю- 
щихся коэффициентов), данный метод неприменим.

Заметим еще, что рассмотренный метод можно применять и для 
решения неявных разностных уравнений, возникающих при аппро
ксимации двумерных нестационарных задач, подобных тем, кото
рые рассматривались в п. 4 § 3. В этом случае уравнения, анало
гичные (1), приходится решать многократно (на каждом времен
ном слое), поэтому особенно важной становится экономия числа 
действий, которую обеспечивает данный метод.

Г Л А В А  4

ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

В главе 3 уже изучалась устойчивость разностных схем, аппро
ксимирующих уравнение теплопроводности. В настоящей главе 
изучается устойчивость двуслойных и трехслойных линейных раз
ностных схем общего вида. Разностные схемы рассматриваются 
независимо от тех или иных исходных уравнений и определяются 
как операторные уравнения с операторами, действующими в евкли
довом пространстве. Условия устойчивости формулируются в виде 
операторных неравенств. Применение теории к исследованию устой
чивости конкретных разностных схем состоит в приведении этих 
схем к каноническому виду и проверке выполнения операторных 
неравенств.

Параграф 1 носит вспомогательный характер, в нем на приме
рах поясняется, что разностную схему можно рассматривать как 
операторное уравнение; при этом корректность схемы определяется 
не структурой разностного оператора, а его общими свойствами, 
такими, как самосопряженность и положительная определенность. 
В § 2, 3 излагаются элементы теории устойчивости двуслойных и 
трехслойных разностных схем, а в § 4 теория устойчивости приме
няется к исследованию экономичных разностных схем для много
мерных задач математической физики.

§ 1. Разностные схемы как операторные уравнения

1. Представление разностных схем в виде операторных уравне
ний. Разностные схемы возникают в результате аппроксимаций той 
или иной задачи математической физики и предназначены для ее 
приближенного решения. Поэтому в теории разностных схем важ
ное место занимают вопросы аппроксимации дифференциальных 
уравнений разностными и сходимости решений разностных задач 
к решениям исходных дифференциальных задач. Однако будучи 
построенной, разностная схема превращается в самостоятельный 
математический объект и может изучаться вне связи с породившей 
ее дифференциальной задачей. При этом отпадают проблемы
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аппроксимации и сходимости и остается лишь проблема кор
ректности разностной схемы, т. е. ее разрешимости и устой
чивости.

Разностная схема представляет собой систему линейных алге
браических уравнений. Ее всегда можно записать в векторной 
форме

/1у =  ф, (1)

где А — матрица системы, у — искомый вектор и ср — заданный век
тор, определяемый правыми частями разностных уравнений и до
полнительными (начальными и граничными) условиями. Такая за
пись наиболее удобна для стационарных разностных задач, в слу
чае же двуслойных и трехслойных разностных схем будем исполь
зовать другую форму записи (см. § 2, 3).

Уравнение (1) можно рассматривать также как операторное 
уравнение, где А — линейный оператор, действующий в конечно
мерном пространстве Н, у — искомый элемент этого пространства 
и ф е й  — заданный элемент. Для разностных схем характерно, что 
каждая схема определяет не одно уравнение (1), а целое семейство 
уравнений

(2)

зависящее от шага сетки h. При каждом допустимом значении h 
оператор Ah действует в конечномерном пространстве Hh. Размер
ность пространства Hh зависит от шага сетки h и, как правило, не
ограниченно возрастает при /г—>-0.

Приведем несколько примеров записи разностной схемы в виде 
операторного уравнения (2). Чтобы записать конкретную схему в 
виде (2), надо ввести соответствующим образом пространства Hh, 
определить операторы Ah и задать правые части ф,„ Следующий 
пример уже рассматривался в § 1 гл. 3.

Пр и м е р 1. На сетке
Qh =  {х{=1к, i = 0, 1 hN=l}

рассматривается разностная схема

y~xx,i /ь  ̂ П 2, . . .  , N  1, у q =  Pi, ум === Р-2-

Перепишем систему (3) в виде 
2</1 —  Уг

h? =  /i, — УхХш1 — и, i =  2,3, . . .  ,N  — 2,

(3)

(4)
~~ Уы- 2 +  2Ум-1 

Ь? ' /м-1,

где f i  =  /i +  pi//t2, +  р2//г2. Введем пространства раз
мерности N—1, состоящие из функций у(х),  заданных для хеш»,

соЛ=  {Xi=ih, г =  1,2........N—1, hN = l) .
340
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Определим в оператор А и вектор ср следующим образом:

(■A y =  №> = -y-„.f i = 2,3..... N -  2, (5)
z A x Un-2 ”1” ^N-1(%)"-! = ---------2-------  •

<Pi =  fi, ф(=/» t =  2, 3, . . . ,  N—2, (£„_, =  fjy-i. (6)
Тогда разностную схему (4) (или, что то же самое, разностную схе
му (3)) можно записать в операторной форме (1). Матрица этого 
оператора является симметричной и трехдиагональной. Например, 
для случая iV =  6 она имеет вид

2 —  1 0 0 СГ
1 2 —  1 0 0
0 —  1 2 — 1 0
0 0 —  1 2 —  1
0 0 0 —  1 2

Возможно и несколько иное определение оператора А, позво
ляющее записать выражения для его компонент единообразно во 
всех точках сетки соЛ. Пусть 7/lv-i— подпространство функций, за
данных на сетке и обращающихся в нуль при i = 0, i= N .  Вве
дем оператор А, действующий из #w-i в и определенный фор
мулами

{Ay)i =  ~ y - Xi, i =  1, 2, , JV— 1, y0 =  yN =  0, (7)

и зададим вектор ф согласно (6). Тогда по-прежнему разностную 
схему (3) можно записать в виде А у— ф, где у^Н % -и ф^ H N̂ .  
Такое определение оператора А мы уже использовали в § 1 гл. 3. 
Подчеркнем, что формулы (5) и (7) определяют, по существу, один 
и тот же оператор.

Разностные схемы для многомерных задач также можно пред
ставить в операторной форме (1).

П р и м е р  2. В области G(0<xa< la, а =  1, 2) введем сетку
Q h =  {х ц  =  ( 4 ° ,  х 2)  | x f  =  ihlt x f  =  jh 2,

i =  0, 1, . . .  , Nly / — 0, l, . . .  , N2, h1N1 =  l1, h2N2 =  l2).
Пусть yh — множество узлов сетки £2Л, принадлежащих границе об
ласти G и соь — множество внутренних узлов сетки Qft. Рассмотрим 
разностную схему, аппроксимирующую уравнение Пуассона

Ут^.и +  Ут^.ц =  -  А/, если хц е

У а  =  0, если х у  s  у и .
(8)

Пусть H(Qh) и Н{(oh) — линейные пространства функций, задан
ных соответственно на сетках и coft. Введем также подпростран
ство H°(Qh) функций, заданных на и равных нулю на yh. Размер-
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{Ау)и =  —  y jlXlfi{ —  y^xt.if' если Xi> -  Уч =  если ХЧ — V*-
(9)

Разностную схему (8) можно записать в виде (1), где оператор 
А определен согласно (9), а компоненты вектора среЯ(со),) задают
ся формулами фч =  <р(*ч) =/„, если x , ^ a h. Свойства оператора (9) 
подробно изучались в § 2 гл. 3.

Можно было бы, так же как и в примере Ч, определить оператор А как опе
ратор, действующий из #(со/,) в Н ( шь). Однако в данном случае это привело 
бы к громоздким формулам. Например, только на одной части границы при i = l  
надо было бы задать значения оператора А формулами

н ость  эт о г о  п о д п р о с т р а н ст в а  с о в п а д а е т  с ч и сл ом  в н у т р ен н и х  у зл о в
сетк и  и р а в н а  ( jV 4— 1 ) ( jV2— 1 ). З а д а ч е  (8 )  с о о т в е т с т в у е т  о п е р а 
тор  А ,  д ей с т в у ю щ и й  и з H ° ( Q h) в H ( a h) и о п р е д ел ен н ы й  ф о р м у л а м и

(Ау),,=
■̂У\! У г]

■У- ...
Х 2 Х 2 ,11

j =  2, 3 , , N2 — 2,

2 Уи — Уп , 2 yu — y12 (Ay) п = ---- ------ +
h\

i  д .л  ^УгЫ-г-х У -iM2-х  I 2̂ ],v2- i У 1X2—2

( *W l - - - - - - - - - ц - - - - - - + - - - - - - - %- - - - - -
Поэтому удобнее использовать определение (9) оператора А.

Если краевые условия (8) неоднородные, то, по аналогии с примером 1, ме
няем правую часть в приграничных узлах.

2. Корректность операторных уравнений. Рассмотрим семейство 
операторных уравнений (2), где Ah — линейный оператор, дейст
вующий в конечномерном линейном пространстве Hh. Предположим,
что в пространстве Hh заданы нормы IMI(ift) и 1Ы1(2/1), в которых
измеряются, соответственно, решение уравнения (2) и его правая 
часть. В соответствии с определениями, введенными в § 6 гл. 1, бу
дем называть уравнение (2) корректным, если

1) решение уравнения (2) существует и единственно при любых 
ф

2) существует константа Л11> 0 , не зависящая от Л и такая, 
что при любых ф в ы п о л н я е т с я  оценка

(10)

Как уже отмечалось, условие 1) эквивалентно существованию 
оператора Ah1, а условие 2) — равномерной по h ограниченно
сти АЙ1.

З а м е ч а н и е .  Свойство 2), выраженное оценкой (10), называется устой
чивостью разностной схемы (2). Вообще, устойчивость какой-либо задачи озна
чает, что при небольшом изменении входных данных решение изменяется мало. 
Таким образом, для исследования устойчивости необходимо рассматривать урав
нение, которому удовлетворяет погрешность, возникающая в результате возму-
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щения входных данных. Однако в случае линейного оператора Ап структура урав
нения для погрешности та же, что и основного уравнения (2). Поэтому при ис
следовании устойчивости достаточно ограничиться оценкой (10). Действительно, 
рассмотрим наряду с (2) уравнение

V h  = ‘Pft)*
отличающееся от (2) правой частью. Для погрешности гк=Ук—Щ получим 
уравнение

'4л2/, =  бфЛ,
где 6фл =  фл— ф*,1* — возмущение правой части. Если выполнена оценка (10), то

II** Him ^ ^ i IIs<pJI(2A),
следовательно, |г А1(1 , -> 0 при 1) 6фЛ -+0 и задача (2) устойчива.

Нетрудно получить некоторые достаточные условия корректно
сти. Предположим, что Hh — вещественное конечномерное про
странство, в котором введены скалярное произведение {у, и)Л и 
норма II y h —У (у, у)н. Справедливо следующее утверждение.

Если существует постоянная б > 0 , не зависящая от h и такая, 
что при любом vhe H h выполнено неравенство

(AkVh, Uft)h>fi||Uftfi*> (11)
то уравнение (2) корректно и для его решения выполняется оценка

(12)

Чтобы доказать существование и единственность решения 
уравнения (2), достаточно убедиться в том, что однородное урав
нение

Л а  = 0 (13)
имеет только тривиальное решение 2Л = 0.

Пусть zh — решение уравнения (13). Тогда согласно (11) имеем
б I Zh |* (AhZh, Zh) — 0,

откуда получаем ||2Л||Л= 0  и, следовательно, 0.
Докажем оценку (12). Согласно условию (11) для решения 

уравнения (2) справедливо неравенство
б I У It ||„ (ф h, yh)h-

Применяя неравенство Коши — Буняковского, получаем, что

б 1 у к I? ^  I ф4,1Ы1/г-
Отсюда немедленно следует оценка (12).

Отметим связь условия (11) с оценками собственных значений 
оп ератор а ЛЛ. Е сли вы полнено услови е (1 1 ) , то все собственны е зн а 
чения оператора Ah — действительные числа, причем для минималь
ного собственного числа выполняется оценка

б >  0. (14)
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Действительно, пусть X — любое собственное число оператора 
Ah и р, — отвечающая ему собственная функция, ЛА|л = Яц. Тогда со
гласно (11) имеем

и, следовательно, Х^Ь.
Для самосопряженного оператора Ак верно и обратное: из усло

вия (14) следует выполнение неравенства (11) при любых щ е/Д . 
В данном случае любой элемент vĥ H h можно разложить по орто- 
нормированной системе {щ} собственных векторов оператора Ah:

Vj,--2]
k

и получить, что

{AhVh, V/,) =  2  -3= m̂!n II Vh I* S& б I lift I?,.
k

Таким образом, можно сформулировать еще один признак коррект
ности.

Пусть Ah — самосопряженный оператор иХ£}П— его минималь
ное собственное число. Если выполнена оценка (14) с постоянной 
8 > 0 , не зависящей от h, то уравнение (2) корректно и для его ре
шения справедлива оценка (12).

Вернемся к примерам, рассмотренным в п. 1. Введем в простран
стве Н%_j (см. пример 1) скалярное произведение

N-1
(У, V) =  2  yvifr 

1=1
И норму

\у\ =
N-1
2  y*h

й

Тогда, как было показано в § 1 гл. 3, оператор (7) является само
сопряженным в Hn- i и для его минимального собственного числа 
справедливо неравенство (14) с константой 8 = 9/Р. Таким образом, 
разностная задача (3) корректна и для ее решения выполняется 
оценка (12), где функция <р определена согласно (6).

В случае схемы из примера (2) скалярное произведение и нор
ма в Н°(Qft) определяются как

N i - 1 .V,—1 ______

(у, v) =  2  к  2  h^ n v4’ \\у \ \= У (у< у)-
(=i i=i

Оператор (9) является самосопряженным и для его минимального 
собственного числа выполнена оценка (14) с константой 8= 9 

-f- 9 /1\ (см. § 2 гл. 3). Следовательно, разностная схема (8) кор
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ректна и для ее решения справедлива оценка
ы < т 1  +  9 /й г ч п .

Иногда оценок вида (12), в которых решение и правая часть вы
числяются в одной и той же норме, бывает недостаточно для до
казательства сходимости и выяснения порядка точности разностной 
схемы. В то же время оценки вида (10) со специально подобранной 
нормой правой части|| Фа| (2д) позволяют получить правильное пред
ставление о порядке точности разностной схемы.

Приведем соответствующий пример.
П р и м е р  3. В § 3 гл. 1 изучалась разностная схема для задачи 

(k(x)u')'—q(x)u(x) +  f(x) =  0, 0 < х < 1 ,
—k(Q)u'(0) + о и (0 ) =ри, и ( / ) = р 2,

k ( x ) ^ C i > 0 ,  q ( x ) ^ 0 ,  ( 1 ^ 0 .

Было показано, что разностная схема (3), (4) из § 3 гл. 1 имеет второй порядок 
точности. Выпишем уравнение, которому удовлетворяет погрешность Zj =  i/i—и(х{) 
(сетка £2л — та же, что и в примере 1):

(az~)x, i—diZi =  —1|ь,

—сцгх, 0 +  <T2 o = v i ,  2 K =  0. (15)
Здесь

vpi =  О (Л2) , Vl =  0 ( / ( 2) , 1 = 1 , 2 .......... N— 1,

а ^ с \ > 4 ,  t = l ,  2 ........... N,  a = f f + 0 , 5  hda,
r f i ^ O ,  i =  0, 1, . . . .  N — 1.

Попытаемся применить условие (11) к оценке решения задачи (15). Запишем 
схему (15) в операторном виде Аг=\р .  Для того чтобы матрица оператора А 
была симметричной, перепишем разностное граничное условие в виде

------ - у _i_ -2_ у ---- Тогда оператор А и правая часть ф определяются
h '*■<> ^  h 0 h ' 

следующим образом:

[Аг)а — — ^ гх 0 +  z0, zN — 0, 

(Аг); =  -  {а?-)хЛ +  diZi, £ = 1 , 2 ,  . 

У =  . 'Фг. - 'Фл'-т )

Л ' - 1 ,
(16)

(17)

Введем линейное пространство Hffl функций, заданных на С2л и равных нулю 
при i = N ,  и зададим скалярное произведение и норму

Л'-1
(У, ч) =  2  yivih’ 11^11= У(у^Т)-  

i=  о

Вычислим для оператора (16) и произвольного v СЕ скалярное произведение 
(Av, о). По определению имеем

N - l  N - 1

(Av, V) =  -  ayvxfivо + a v l - ^ h  (av-)x Jvi +  ^
1=1 i==1
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Ранее было показано, что при vn — 0 справедливо тождество (см. (16) из § 3 
гл. 1)

N - 1 N

ait'x,ouo+ 2  й и * )* ,л = ~  2  а( ( \ г)а/г-

Поэтому
1V-1

М'> О) =  2  аг ( ^ 1()2/г +  ^ +  2  +  2  hai ( ° - ti)a

Отсюда при ст$»0, a i^ C i> 0 , 1 = 1 , 2, . . . ,  N,  получим оценку

(Ли, о) >  сх 2  /г (у-  р2-
i=i

(18)

Оценим снизу правую 
норму

часть неравенства (18) через среднеквадратичную

Ml
М - 1

2  ^
i=О

1 / 2

(19)

Напомним, что согласно оценке (17) из § 3 гл. 1 при любых справедливо
неравенство

N

S A( ° ; / > /~1IN сад . (20)t=i
где

"С(Я,,)
max | ц. |.

С другой стороны, для среднеквадратичной нормы (19) имеем
.V-1

IMl2 < (  max К | 2) 2  Л =  Ч"11с<аАг  (21)

Отсюда и из неравенства (20) получим
N

2  м ^ - / > г 2м р
£=i

и, учитывая (18), приходим к оценке
(Av. а) > с 1/ - 21И 2.

Следовательно, для оператора (16) справедливо неравенство (11) с константой 
6 = C i/-2, а для разностной схемы (15) выполняется оценка (12):

||- (22)

Для сеточной функции (17), учитывая, что V] =  0(A 2), имеем
N - 1

l i t II2 = 2  ^ i + vJ/A = 0(A»),
i=i

так что ||ф|| =  0(Л 3/2) и неравенство (22) приводит к оценке \\z\\ =  0 ( h 3̂ ) . Такое 
понижение порядка точности по сравнению с доказанной в § 3 гл. 1 точностью 
0 (А 2) вызвано неудачным выбором нормы правой части ф. Если в качестве нор-
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мы взять, например,
Л '-1

w i(lA, =  2  М'Ы.
1=0

(23)

то для функции (17) получим
N - 1

И 1 1 (1Л) =  I v x 1 +  2  й | Ч > , | = 0 ( Л » ) .  (24)
{=1

Однако оценка (12) не позволяет использовать норму (23). Поэтому можно 
поступить следующим образом. Умножая уравнение Л г = ф  скалярно на г, полу
чим тождество

(Az, г) =  (ф, г).  (25)

Оценим правую часть этого тождества следующим образом:

01>, 2) | =
Д-1
S  ftV i 
1=0

л- 1

< 2
1=0

N - l

<  ( max | zt. |) 2  h 11 ,-1 =  II20<£sS/V-l 'C(Qh) "Oft)-

Левая часть тождества (25) оценивается снизу согласно неравенствам (18),  (20):

(Az, г) >  с,ГМ|г|£(0й).

Таким образом, для схемы (15) справедлива оценка

Пг «с(е А) < c 7 1/ H I I (lft,.  (26)

Из оценки (26), учитывая (24), получаем, что | г ||с а̂ > = 0 ( h 2). Кроме того, из 
(26) и (21) получаем, что ||г|| =  0 (й 2).

3. Операторы первой разностной производной. На сетке 
Qa= {Xi = ih, i = 0, 1, . . . ,  N, hN = l} 

рассмотрим разностное уравнение первого порядка

-  =  Ф£. ( = 1 . 2 ,  . . .  , N, у0 =  р1ш (27)
h

Введем пространство Ня функций, заданных на сетке 
а)А= {х{ = И1, i = l , 2 , . . . ,  jV, h,N =  /}, 

и определим в HN скалярное произведение
N

(у, v) =  2  У‘и‘1г-
i=i

Зададим оператор А формулами

(Ay)i =  ^ , <Ay)i =  , 1 =  2 , 3, .. . , Л1. (28 )
h h
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Тогда уравнение (27) можно записать в виде Ау = ф, где <р=
= ( ф !  + ,  ф 2 ,  ,  Ф д , ^  . Оператор А, определенный формулами
(28), называется оператором левой разностной производной. Мат
рица этого оператора имеет вид (для определенности полагаем 
здесь N = 5)

1 0 0 0 0 “

1 1 0 0 0

0 — 1 1 0 0

0 0 — 1 1 0

0 0 0 — 1 1

Л = -h

Найдем оператор А*, сопряженный оператору (28). По определению 
имеем

N  N

(Ay, V)  =  2  (Ay)t v ih =  У Л  +  2  — yi - ^ 14 =
1 = 2

N - iN  N - 1 N - i

=  2  ум  — 2  yiVui = — 2  yi и ± h  +  yN -?-h. h h

Следовательно, оператор А* задается формулами

=  , i =  1, 2, . . .  , N — 1, (ЛЧ>)л, =  - у .  (29)

Оператор (29) называется оператором правой разностной произ
водной. Матрица оператора (29) является транспонированной по 
отношению к матрице оператора (28).

Вычислим скалярное произведение (Ау, у) для оператора (28). 
Обозначим Ух,1 = (У>—У>-<)1Ь и заметим, что справедливо тожде
ство

(30)

Тождество (30) доказывается непосредственной проверкой. 
Из (28) и (30) получаем

(Ay, y )  =  y l  +  j  2  <У%£  +  4  S  ^ . < ) а h  =

N

=  Uy', +  y%) +  ± - Z { y - . f h .

Полагая формально у0 = 0, получим

(Ау, у ) = |  2  +  Я. =  0. (31)
1=1 1=1
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Из неравенства (31) следует, в частности, что оператор (28) поло
жительный: (Ау , у )> О  для всех y ^ H N, у ф 0. Действительно, 
{Ау, у ) ^ 0  для всех y^.H N. Если (Ау, у) = 0 для некоторого у = 
= (У1У2 ■ ■ ■ !Jn)t , ТО y1 = yN = 0 ,y - i — 0, т. е. у( = 0, i= 1, 2, . . . ,  N.

§ 2. Канонический вид и условия устойчивости 
двуслойных разностных схем

1. Канонический вид двуслойных разностных схем. Общая за
пись разностных схем в виде операторных уравнений Ahyh=*рЛ, удоб
ная для стационарных задач, оказывается недостаточно детальной 
при переходе к нестационарным разностным схемам. Поэтому при 
исследовании двуслойных и трехслойных разностных схем исполь
зуются другие канонические формы записи.

Пусть, как и прежде, задано семейство конечномерных линей
ных пространств Hh, размерность которых зависит от параметра h. 
Параметр h считаем вектором с нормой \h\. В приложениях к кон
кретным разностным схемам пространство Нк состоит из функций, 
заданных на пространственной сетке Q,,, характеризующейся ша
гом h.

На отрезке [0, Г] введем сетку по времени
(от=  {/„ =  пт, n =  0, 1, . . . ,  К ,  К х  =  Т }

с шагом т> 0  и будем рассматривать функции y(tn) ^ H h дискретно
го аргумента /„еш , со значениями из пространства Hh. Функции 
y(tn) ^ H h могут зависеть параметрически от h и т, у (tn)=yi,,x(tn). 

В дальнейшем будем обозначать yn = yh,x(tn) ■
Пусть заданы линейные операторы Ви В2, действующие в Нк, 

и функция ф „еЯ Л. Двуслойной разностной схемой называется се
мейство операторно-разностных уравнений первого порядка

В ^ п+1+ В 2уп = ц>л, п = 0, 1, .. ., К—1, y0̂ H h задан. (1)
Учитывая тождество

I Уп+l Упуп+1 =  Уп + х ----------- , (2)
т

получаем, что любую двуслойную разностную схему можно запи
сать на сетке оц в виде

В — — — +  Ауп =  фп, n =  0, 1, 1, y0€=.Hk задан, (3)Т
где А и В — линейные операторы, А = В = тВ,.

Каноническим видом (или канонической формой) двуслойной
разностной схемы назы вается ее  запись в виде (3 ) .

Поскольку одну и ту же разностную схему можно записать мно
гими способами, введение единообразной канонической формы за
писи облегчает анализ и сравнение различных схем. По форме 
записи схема (3) напоминает абстрактную задачу Коши для
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дифференциальных уравнений

^ -  +  Jlu(t) =  fit), t >  О, u(0) =  «o.at
В случае конкретных разностных схем оператор А обычно пред

ставляет собой аппроксимацию пространственного дифференциаль
ного оператора si-, а оператор В задает ту или иную разностную 
схему. Поэтому запись схемы в виде (3) часто упрощает проверку 
аппроксимации. В дальнейшем мы убедимся в том, что условия 
устойчивости двуслойной разностной схемы удобно формулировать 
в терминах свойств операторов А и В.

Приведем несколько примеров.
П р и м е р  1. Рассмотрим схему с весами для одномерного урав

нения теплопроводности (см.§ 4 гл. 1)

уГ 1~«1
: +  ( ! - * ) & (4)

i= 1 ,2........ Я—1, п = 0, 1, . . . .  /С—I,
Уо+1 =  УТ  =  0, у? =  ы0(*г).

Приведем схему (4) к каноническому виду (1). В качестве про
странства Hh возьмем множество H^-i действительных функций, 
заданных на сетке

£2Л = {Xi — ih, i = 0, 1, . . . ,  Я, hN = l)
и обращающихся в нуль при г = 0, i—N (операции сложения и ум
ножения на число задаются обычным образом, т. е. покоординат
но). Определим оператор А (оператор второй разностной производ
ной) формулами

(Ay)i =  - y - xJ, i =  1, 2, . . . , Я — 1, yg— yN =  0. (5)

Обозначим через у„«= Я ^  вектор уп =  (у1, yl, . . . , У%-х)Т, где 
= У(хн tn). Тогда разностную схему (4) можно записать в опера

торном виде
Уп?'г ~Уп. +  оАуп+1 +  (1 -  о) Ауп =-- 0, (6)

т

который еще не является ее каноническим видом. Для того чтобы 
перейти к каноническому виду (3), достаточно воспользоваться 
тождеством (2), откуда получим, что В = £'+отЛ.

Таким образом, разностная схема (4) записывается в канониче
ском виде (3), где срп = 0, оператор А определен согласно (5) и 
В = Е-\-охА.

П р и м е р  2. На той же сетке, что и в примере 1, задана раз
ностная схема

0Г+1 =  О,5(0?+1 +  Ум), (7)
i =  1, 2, . . .  , Я — 1, м =  0, 1, . . .  , К — 1, {/» =  ц0(хг).
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Приведем схему (7) к каноническому виду (3). Прежде всего пе
репишем ее в виде

У Г 1 =  ° - 5 ( # «  —  2У1 +  Atf-i) +  y ni
или

У1 -yl =  0,5h*yn-

Поделив последнее уравнение на 0,5/г2, убеждаемся в том, что схе
ма (7) представляет собой частный случай схемы с весами (4), 
когда о=1, т = 0,5/г2. Следовательно, схема (7) имеет канонический 
вид (3), где оператор А определен согласно (5), В = Е и т = 0,5й2.

З а м е ч а н и е  1. Операторы А, В в схеме (3) могут зависеть от т, ft и tn, 
так что A = A h ,  тВп),  В =  5л , х ( С) .  Функция фп зависит, вообще говоря, от т 
и А, <р„ =  фл, т(С) .

З а м е ч а н и е  2. Если сетка шт неравномерная,
м , =  {^п, п =  0, 1, . . . ,  К, t0= 0 ,  t K =  T}

с шагами Tn+i =  ̂ n + i—tn, и = 0 ,  1, К— 1, то в качестве канонической формы
двуслойной схемы можно взять уравнение

У п + i  —  У п
В --------------- +  Ауа =  <рпг п =  О, 1, . . .  , К — 1.

тп+1
З а м е ч а н и е  3. Канонический вид двуслойной разностной схемы по фор

ме записи аналогичен одношаговому итерационному методу решения системы ли
нейных алгебраических уравнений

Ау = ср (8)

(см. § 1 гл. 2 ч. II). Такая аналогия не является формальной, поскольку переход 
от уравнения (8) к итерационному методу

В Уп+1 ~  Уп =  Ф О)
т

можно трактовать как замену стационарного уравнения (8) нестационарным 
уравнением (9). Отличие итерационного метода (9) от разностной схемы (3) со
стоит в том, что в уравнении (9) а) Л и ср не зависят от п, б) итерационный па
раметр т не обязан стремиться к нулю.

2. Устойчивость разностных схем. Как и в случае стационарных 
задач, разностная схема (3) называется корректной, если ее реше
ние уп = уклЦ„): а) существует, б) единственно, в) непрерывно (при
чем равномерно относительно т и h) зависит от входных данных 
ф(/„) и у0. В дальнейшем всегда будет предполагаться, что опера
тор В-1 существует (если В = Bhz(tn) , то предполагается существо
вание В-1 при всех допустимых значениях /г, т, tn). Тем самым га
рантируется существование и единственность решения задачи (3).

Дадим строгие определения устойчивости. Будем считать, что в 
Hh заданы две нормы: || • ||1л, в которой измеряется решение y{tn) е  
е К  и I • ||2й, в которой измеряется правая часть ф((„).

О п р е д е л е н и е  1. Разностная схема (3) называется устойчи
вой, если существуют постоянные Л1,>0, Л12> 0 , не зависящие от 
h, т, п и такие, что при любых правых частях фм (/„ )е Я Л и любых 
начальных данных yâ H h для решения уравнения (3) выполняется
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оценка
( 10)II '/« IL ^/W1||«/0||1/i +  M2 max |<p/||2h.

Устойчивость, выраженную оценкой (10), называют устойчи
востью по начальным данным и по правой части. Используются 
также понятия устойчивости по начальным данным и устойчивости 
по правой части. Рассмотрим однородное уравнение

В — -— — +  Ауп =  0, п =  0, I, . . . , К — I, y0<E==Hh задан. (11) т
О п р е д е л е н и е  2. Разностная схема (3) называется устойчи

вой по начальным данным, если существует постоянная A4i>0, не 
зависящая от h, т, п и такая, что при любых y0̂ H h для решения 
однородного уравнения (11) справедлива оценка

! ^ 111/г< ^ 1 ||«/о1и . п =  0, 1, . . . .  К. (12)

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение (3) с нулевыми на
чальными данными

В  yJL+i ~ . Уп. А у п — фи, /г =  0. 1, . . .  , К - \ ,  Уо — 0- (13)т
О п р е д е л е н и е  3. Разностная схема (3) называется устойчи

вой по правой части, если существует постоянная М2> 0 , не зави
сящая от h, т, п и такая, что при любых фм (^ „ )е # Л для решения 
уравнения (13) справедлива оценка

max IIФ/ llah- (14)os/^n-i
Заметим, что в силу линейности разностной схемы из одновре

менной устойчивости по начальным данным и по правой части сле
дует устойчивость в смысле определения 1. Более того, покажем, 
что устойчивость по правой части является в определенном смыс
ле следствием устойчивости по начальным данным.

О п р е д е л е н и е  4. Разностная схема (3) называется равно
мерно устойчивой по начальным данным, если существуют постоян
ная р > 0  и постоянная Mt, не зависящая от h, т, п, такие, что при 
любых п = 0, 1, . . . ,  К—1, К>1,  и при всех yn̂ H h для решения 
Уп+i однородного уравнения (11) справедлива оценка

1 Уп+1 111;, Р I Уп 111/,) (15)

причем рп^ .М 1.
В теории разностных схем в качестве константы р выбирается 

обычно одна из величин р = 1, р = 1+с0т или р= ес°х, где с0̂ 0  не за
висит от h, т, п. Е сли, наприм ер, р =  ес«т, то рп~ е с°™ =  ес*‘п ^ е 11*7,
т. е. М =  ес«т> где Т = Кт.

Перепишем однородное уравнение (11) в виде
Уn+1 н 0, 1, . . ., /( 1,
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где оператор
S = E—xB~lA (17)

называется оператором перехода схемы (3).
Нетрудно видеть, что в силу произвольности требование

(15) равномерной устойчивости по начальным данным эквивалент
но ограниченности нормы оператора 5 константой р:

IISIKp. (18)
Отметим, что оператор S может зависеть от п.
В дальнейшем допустимыми значениями п будем называть чис

ла п — 1, 2, . . . ,  К—1 такие, что Кт=Т, где Т > 0 — заданное число. 
Необходимо отметить, что К-п-оо при т—>-0.

Т е о р е м а  1. Пусть схема (3) равномерно устойчива по началь
ным данным в норме [| • |jlft. Тогда схема (3) устойчива и по правой 
части, причем для ее решения выполнена оценка (10), где ||<p/||aft—

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перепишем уравнение (3) при п =  / в виде 
У in =  Si+ly/ +  т

и применим неравенство треугольника:

IIУ / п  Hi/. <  II IIII У> l if t  +  т  1 f i 7 4  \\l h -

Из требования равномерной устойчивости по начальным данным в 
силу оценки (18) получаем неравенство

I У/+i Hi* ■ ;р|Ы1* +  т | B/‘v/ihh,
которое приводит к оценке

II^IU ^p^M li/o lk  +  2  тр*-/II5 7 4 /lift. (19)
/=0

Согласно условию равномерной устойчивости по начальным дан
ным имеем, что для всех допустимых п, в частности р"+1̂
г рп~ ^ М , .  Поэтому из оценки (19) получим

II Упп lih ^  ЗД у0 \\lh +  2  Т I lift J •

Для завершения доказательства теоремы 1 остается заметить, что
П

2  т 1В7 Ч  HiЛ ^  tnn max || ВУ'Ф/ |lft sc Т  max || Bpq>, ||Ift.
/=  о

0</'grt

Имея в виду теорему 1, можно ограничиться изучением равно
мерной устойчивости по начальным данным. Мы будем рассматри
вать лишь случай, когда выполняется оценка (15) с константой
р=1.
12 А. А. Самарский, А. В. Гулин 3S3



3. Теоремы об устойчивости по начальным данным. Предполо
жим, что в Hh введены скалярное произведение (у, v)h и норма 
\ \ y \ \h  = i(y , у)к- Для упрощения записи индекс h у скалярного про
изведения и нормы будем в дальнейшем опускать.

Оператор D, действующий в Hh, называется положительным опе
ратором, если (Dy, у ) > 0 для всех y ^ H h. Если D — самосопряжен
ный положительный оператор, то можно ввести норму ||«/||D = 
= }/(Dy, у), называемую энергетической нормой, порожденной опе
ратором D. В дальнейшем неравенство D > О (Z)^0) означает, что 
D — положительный (неотрицательный, т. е. (Dy, у) ^ 0 для всех 
y ^ H h) оператор.

Будем считать сейчас, что Hh—вещественное пространство. 
Имеет место

Т е о р е м а  2. Пусть в схеме (3) оператор А является самосопря
женным положительным оператором и не зависит от п. Если вы
полнено операторное неравенство

В^0,ЬхА, (20)
то схема (3) равномерно устойчива по начальным данным, причем 
для решения однородного уравнения (11) справедлива оценка

lll/n+ilL<||i/JL, л = 0, 1 ,-----/С—1. (21)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим yt= (yn+i—Уп)/т, г/ = у„ и ум

ножим уравнение (11) скалярно на y t. Тогда получим тождество
(Byi, y i) +  (A y,y t)=  0,

которое после очевидных преобразований можно записать в виде 
( (В—0,5xA)yt, У() +  (0,5тЛ 1/,+Лг/, у, )=0.  (22)

Замечая, что
0,5тЛ г/,-f-Л г/ = 0,5Л (Уп-ЕУп+д), 

перепишем (22) в виде
( (В—0,5тЛ) f/(, у()+ 0 ,5г-‘(Л(уп+1+ у п), Уп+1—уп)=  0. (23)

Далее, используя условие самосопряженности оператора Л, а 
также его независимость от п и положительность, получим
(Л (Уп+i Ч- Уп), Уп+i Уп) =  (Ауп+1, Уп+1) (Ауп+1, Уп) +

“Б (Ауп, Уп+1) (Ауп, Уп) =  (Ауп+i, Уп\i) (Ауп, Уп) =
— х(Ауп, yn)t =  x(\\ynfA)t.

Отсюда и из (23) приходим к следующему тождеству:
((В -  0,5тЛ) yt, У1) +  т (|| уп (A)t =  0. (24)

Из условия (20) получаем, что
((В—0,5хА)у„ у () 5з0,

поэтому в силу (24) для решения уравнения (11) справедливо 
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н ер а в ен с т в о

т (!Ы & )*<о.
которое совпадает с неравенством (21). Теорема 2 доказана.

З а м е ч а н и е  1. В теореме 2 оператор В может быть несамосопряженным 
оператором и может как угодно зависеть от п.

З а м е ч а н и е  2. Если А — самосопряженный положительный оператор, то 
условие (20) является и необходимым условием выполнения оценки (21). Дей
ствительно, из (21) и (24) получаем неравенство

( (В—0,5тА)у , ,у , ) 5>0.  (25)

Согласно (11) имеем yi — —В ~'Ауп, следовательно, в силу произвольности 
у п и обратимости оператора А неравенство (25) эквивалентно операторному 
неравенству (20).

Если Я Л — комплексное пространство, то справедлива
Т е о р е м а  3. При тех же условиях на оператор А, что и в теореме 2, из 

неравенства
B *+ B 7 zt;A (26)

следует оценка (21) для решения уравнения (11).
Доказательство, совершенно аналогичное доказательству теоремы 2, предла

гаем провести читателю.

Теоремы 2 и 3 позволяют сформулировать следующее правило 
исследования устойчивости конкретных двуслойных разностных 
схем. Прежде всего надо привести разностную схему к канониче
скому виду (3) и определить тем самым операторы А и В. Затем 
надо исследовать свойства оператора А. Если этот оператор явля
ется самосопряженным и положительным и не зависит от п, то ос
тается проверить выполнение операторного неравенства (20) (в слу
чае комплексного пространства — неравенства (26)). Обычно не
равенство (20) приводит к некоторым ограничениям на т и h, кото
рые и представляют собой условия устойчивости данной разност
ной схемы.

Приведем примеры исследования устойчивости на основе тео
ремы 2.

П р и м е р  3. Рассмотрим ту же схему с весами для уравнения 
теплопроводности, что и в примере 1. Эта схема была приведена к 
каноническому виду (11), где оператор А определен согласно (5) 
и В = £'-|-стгЛ. В главе 3 показано, что А — самосопряженный и по
ложительный оператор в смысле скалярного произведения

N-1

(У, о) =  2  yiUih•

Для скалярного произведения {Ау, у) справедливо выражение

(Ау, у) =  ^  (У х /11- 
1= 1

Таким образом, оператор А удовлетворяет условиям теоремы 2. 
Условие устойчивости (20) принимает вид

Е+ от А Дг 0,5т А
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и означает, что при любом y ^ H h должно выполняться неравенство 
(<т—0,5)т(Лг/, у) +  \\у\\2̂ 0 .  (27)

Вспоминая неравенство (см. § 1 гл. 3)

(Ау, у) <  1 1 у I2, км-i =  4 -  cos2 ^  ,ПГ 11
видим, что схема (4) устойчива при условии

(о — 0,5) тН----- —  > 0
^N-1

ИЛИ
1

тХiV-i
(28)

Достаточным условием устойчивости является неравенство
h>_
4т

(29)

Напомним, что те же самые условия (28) и (29) были получены 
ранее методом разделения переменных (см. § 3 гл. 3).

П р  и м е  р 4. Рассмотрим уравнение теплопроводности в цилиндрических 
координатах

ди 1 д / ди \
—  = --- — X—  , 0<Д£</,
at х дх \  дх )

(30 )
ди (0, t)

и (х, 0) =  и0 (х), ----- --------= 0 ,  u ( l , t )  =  0.
ох

Построим разностную схему, имеющую второй порядок аппроксимации по h и 
первый по т. Основная трудность состоит в аппроксимации пространственного 
оператора

дги 1 ди
Lu ■

дх2 +  ,  х дх

и граничного условия в точке х =  0.
Введем равномерную сетку

Q h =  {xi — ih, i'= 0 , 1, . . . ,  N. h N = l }

и заменим Lu разностным выражением

{Lhu)i =  и-  . +  —  и о , £ = 1 , 2 ........... N — 1. (31)х{ x,i
Ясно, что при такой замене погрешность аппроксимации является величиной 
0 ( к г). Заметим, что разностное выражение (31) можно записать в дивергент
ном виде

1
= (аи-Ахr.i,Xi

где
a i = 0 , 5 ( x j + X ( _ 1) .
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Далее, чтобы аппроксимировать со вторым порядком граничное условие при * = 0 ,  
воспользуемся разложением

ди (0, tn) h д2и (0, /„)

дх дх2
+ 0(h*). (32)

Чтобы исключить из (32) выражение <52u(0, t n)/dx2, перепишем уравнение (30) 
в виде

ди (х, i) д2и (х, t) 1 ди {х , t)
dt дх2 дх

и перейдем к пределу при *->-0. Применяя правило Лопиталя, получим 
и'(х) du (0 , t )  д2и (0, t)

lim --------- = и  (0), откуда следует, что -------—----- =  2 ------ — ----  . Отсюда их-ю х 
из (32) получаем

ди (0, /„) „ h ди (0, tn)

dt

дх dt ■ р № * ) = < « ■

дх2

h " Г 1 - “о

Таким образом, разностное краевое условие
г ,Л+1   t,nh “о “о

+  0 т2).

(33)

имеет второй порядок аппроксимации на решении задачи (30). Итак, приходим 
к разностной схеме

,Я+1 _  ,.п ,
—----- — = —  (<)*.;• ( =1 . 2 ........ 'V — 1,т хг

а, =  О.б^ +  х,- )̂, у%=0,

и /Уп+1 —  о "Я “о 7ДГ.0»

которая на решении уравнения (30) имеет аппроксимацию 0 (т + Л 2). 
Приведем схему (34), (35) к каноническому виду (3). Обозначая

г/Г 1 — у‘1yt,i =  — ----------1- ■ Щ =  У,

(34)

(35)

перепишем (34), (35) в виде

*;<//.£ =  (аУ-)хЛ’ ai =  ° -5 (xi +  

i =  1, 2, . . .  , N -  1, !^  =  0,

_  4_
Vt,a  ̂ Kx.o.

(36)

(37)

Рассмотрим линейное пространство H функций, заданных на сетке Q и рав

ных нулю при i=JV. Введем в Hffl скалярное произведение и норму

Л-1
(у. ") = 2  yivih' Ы  =  У (у > у)•

1=в
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Ясно, что во внутренних точках сетки Q оператор Л, соответствующий схеме 
(36), (37), надо определить следующим образом:

(Ay)i =  — (ay-)Xii, ас =  0 ,5  (х{ +  х ^ ) ,  i =  1, 2, . . .  , Л/ — 1.

Доопределим значение (Ау)0 так, чтобы оператор А был самосопряженным. Если 
y N — tijv =  0, то справедливо тождество (см. (14) из § 3 гл. 1)

N- 1 Д'- i  N

2  (A y)P ih  =  -  2  (ay - ^ , iv ih =  2  +  ai^,o^o-

i = i  i — l  1 = 1

Полагая M i/)0 = — ---- Ух о, получим тождество
h

(Ay, v) =  2  ,Л.

из которого сразу следует самосопряженность оператора Л. При этом

N
(Ау, у) =  2 а 1 ( У - /  h. =  0,5 (*,- +  л :^ ).

1=1
(38)

Итак, оператор Л определяется формулами

ai(Лу)о =  — —  Ух 0, У\- =  0, й; =0 ,5  (X; +X i_l) ,ft
(39)

(Ау){ =  — (ay-)xj ,  i =  1 , 2 ,  . . .  , TV — l.

Заметим, что разностное граничное условие (37) можно записать в виде 
h

~~ у1 0 +  (Л у)0 =  0, так как ^  =  0,5 /г. Таким образом, разностная схема (36),
О ’

(37) имеет канонический вид (3), где оператор Л определен согласно (39). а опе
ратор В — формулами

{By)о =  г/о, (By),- =  xtyt, i =  1, 2, . . .  , N — 1. (40)
О

Докажем положительную определенность оператора (39). Из тождества (38) 
следует, что (Ау, у ) ^ 0 для всех i/ е  Предположим, что (Ау, у) =  0 для
некоторого У ^  Н $ ,  и покажем, что тогда у =  0. Если (Лу, у ) =  0, то (/л:. i =  0, 
i = l ,  2, .. . ,  N , т. е. Уо =  У\ =  ■ ■ ■ =  Ук. Но в силу граничного условия у jv =  0, и, 
следовательно, 1/; =  0 для всех i. Таким образом, Л — самосопряженный положи
тельный оператор и можно применить теорему 2. Условие устойчивости (20) с 
учетом (38) и (40) приводит к неравенству

h N~l N
^ У 1 +  2  0 ,5т  2  ai i y x / h> (41)

1=1 1 = 1
которое должно выполняться при каждом у  £  Я^'.

Найдем, при каких соотношениях на шаги т и h выполняется условие (41). 
Для этого оценим сверху величину (Ау, у),  данную выражением (38). Используя
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1 'V 2 ( N N \  
(Ау, У) =  2  ai (У1 -  Vi-1>2 h <  Т Г  2 aiV2ih +  2 а^ - 1А =

неравенство (а +  6 )2^ 2 ( а 2+ Ь 2), получим при уп =  0, что

= ^Г | 2  (aiArai+l)y]h + a^h

[=i
N - X2 2at ,
2  (а‘ +  аг«) У!11 +  h Veil2

Отсюда при ai =  0,5(X i+j;i_i) имеем a; +  a; + i =  2x; и, следовательно,
N - 1

2  â v - / h < - ^  2  xiy2ih+ y l (42)

Неравенство (41) будет выполнено, если потребовать

h2 N~l ( 4 " _1
-^-Уо+ 2  *i!/ib>0JT —  2  xiV\hJry\

т. e.

Следовательно, схема (36), (37) устойчива при условии т==:/г2/4 , причем устой
чивость имеет место в норме

/  N  у  А

II у \ а  =  2  ° .5 (* г  +  *£-i) ( y ^ / h
t=i

Отметим, что ухудшение условия устойчивости по сравнению с обычным усло
вием устойчивости явной схемы т ^ 0 ,5  /г2 произошло лишь за счет разностного 
граничного условия (37).

4. Несамосопряженные разностные схемы. Рассмотрим двуслой
ную схему с весами

Уя+1 - Уп +  аАуп,х +  (1 ~  о) Ауп =  0 , (43)
Т

где А —оператор, действующий в вещественном конечномерном 
пространстве Hh со скалярным произведением ( , ), а a — число
вой параметр. Схема (43) имеет канонический вид (3), где В = 
= Е+атА. Как и всегда, предполагаем существование б -1. В отли
чие от теорем 2 и 3 не будем требовать самосопряженности опера
тора А. Справедлива

Т е о р е м а  4. Если при любых выполнено неравенство
(а -0 ,5 )т |И о ||2+  (Av, v) 5*0, (44)

то схема (43) равномерно устойчива по начальным данным и для 
ее решения справедлива оценка

1К+11К1Ы1, « = 0, 1, . . ., К—1, (45)
где \\уп\\=Цуп, Уп).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем схему (43) в виде
Уп+1 Еуп,

где S = E—тВ~'А, В = Е-\-ахА. Оценка (45) эквивалентна тому, что
IISyJKHf/J. (46)

В силу тождества
Ц5г/„||2=  (уп—хВ-'Ауп, уп—хВ~1Ауп) =

=  1Ы12- 2 т (В~'АУп, уя) +т*\\В-1АуЛ2
заключаем, что неравенство (46) выполнено тогда и только тогда, 
когда

(■В~1Ауп, уп)^0,5х\\В-'Ауп\\\

Учитывая перестановочность операторов Л и В, последнее неравен
ство можно переписать в виде

{АВ~Чуп, уп)^0,Ьт\\АВ-'уАг. (47)

Обозначим v = B~'yn. Тогда (47) примет вид
(Ли, Bv) ^0,5т||Л и||2 или (Av, и+отЛц) ^0,5т||Л п||г.

Но это неравенство выполняется в силу условия (44), что и дока
зывает теорему 4.

З а м е ч а н и е  1. Если А — положительный оператор, то при а ^ 1 / 2  схема 
(43) устойчива при любых т (абсолютно устойчива).

З а м е ч а н и е  2. Если оператор А зависит от я, то в теореме 4 надо потре
бовать, чтобы неравенство (44) выполнялось при всех п.

П р и м е р  5. Рассмотрим разностные схемы для уравнения пер
вого порядка

4!- +  - ^  =  0, 0 < t ^ T ,  0 < х ^ 1 ,  (48)
at дх

и(0, t ) = Q ,  и(х, 0 ) — и0{х).
Введем сетку млх=мйХ®т, где

a>h — {Xi =  ih, i =  0, 1, .. . , N, hN =  Z},
(ax =  {tn =  nx, n — 0, 1, . . . , К, Kx — T},

и аппроксимируем задачу (48) разностной схемой
1_ о?
т + (ТС  +  (1- ° ) ^ д  =  0' ‘‘= 1 . 2  (49)

Уо =  0, п — 0, 1, . . .  , К, y°t=u0(xi), i — 0, 1, . . .  , N,
где а — числовой параметр и
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Введем пространство Н$  функций, заданных на сетке шл и равных 
нулю при i = 0. Определим в Н$  скалярное произведение и норму

(у. о) =  2  II ■у I— У(у>у)
t=i

и зададим оператор А формулами
(Ay)t= y-tl, i =  1, 2, . . .  , N, y0 =  0. (50)

Тогда разностную схему (49) можно записать в виде (43), где 
у^.Ны]. Оператор (50) (оператор левой разностной производной) 
изучался в и. 3 § 1. Было показано, что А — несамосопряженный 
оператор, для которого при любом у ^ Н р  выполняется тожде
ство

(Ау, у) =  j  2  ( У х / h +  \ y » -  (51)
1=1

Применим теорему 4 к исследованию устойчивости схемы (49). Из 
определения оператора (50) имеем

\\Ayf= 2  (Ух/1г<
i=i

поэтому тождество (51) можно записать в виде
(Ау, У) =  0,5/i [j Ay f  +  0,5yjj.

Тогда условие устойчивости (44) приводит к неравенству 
(а — 0,5) т I Av f  +  0,5/г | Аи f  0,5п^ ^ 0 ,

которое выполняется при всех тогда и только тогда, когда
Aj
Т J

(52)

Неравенство (52) и представляет собой условие устойчивости схе
мы (49). В частности, явная схема (ст =  0) устойчива при условии 
т ^ й ,  неявные схемы с 0,5 устойчивы при любых шагах т и й.

В семейство схем (49) входит и схема

уЬ-1 + уЪ + у̂  + у-хл = (>' (53)
имеющая второй порядок аппроксимации по х и по Л. Действительно,

уЬ -1 =  уЬ ~ К х.с = уЬ  -  -  < £ ?  -  y - J ’

поэтому (53) можно переписать в виде
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т. е. получаем схему (49) с

При этом значении а условие устойчивости (52) 
т. е. схема (53) абсолютно устойчива.

выполняется для всех т и h,

§ 3. Канонический вид и условия устойчивости 
трехслойных разностных схем

1. Канонический вид. Двуслойная разностная схема определя
лась в § 2 как разностное уравнение первого порядка по перемен
ному п, коэффициенты которого являются операторами, действую
щими в линейном пространстве Hh. Естественно определить трех
слойную схему как операторно-разностное уравнение второго по
рядка.

Пусть заданы: сетка
(От = {tn = пт, п = 0, 1, . . ., К, т >  О, Кх = Т},

семейство конечномерных линейных пространств {ЯД, линейные 
операторы В0, Ви В2, действующие в Hh, и функция ф„=<р((„)еЯЛ. 
Трехслойной разностной схемой называется семейство операторно
разностных уравнений второго порядка

В2Уп+1-\-В1уп-\-Вауп^1 = ̂ п, п= 1, 2, . . . ,  К—1- (1)
Операторы Ви i = 0, 1, 2, могут зависеть от h, т, п, а функция 

сргг =  ф(Д) может зависеть также от т и h. Мы будем изучать задачу 
Коши для уравнения (1), состоящую в том, что по заданным эле
ментам уа, y , ^ H h требуется определить решение yn = y(tn) Для всех 
последующих значений п, т. е. для п = 2, 3, . . . ,  К. Чтобы задача 
Коши была однозначно разрешима, достаточно потребовать сущест
вования оператора ЯД. В дальнейшем мы будем предполагать 
всегда, что это требование выполнено.

Введем каноническую форму записи трехслойных разностных 
схем. Определим на сетке а>т разностные отношения

Уц\г1 Уп Уп — Уп-1yt = ---------- , Уг— ----------- ,т т

y t =  ^ y t +  yT) =  ^ ^ - ,

Ун —
У1~Ут Уц+i 2уп -К yn-i

и обозначим у = уп■ Непосредственной проверкой можно установить 
справедливость следующих тождеств:

Уп-i =  у — ху о +  0,5т 2уь , 

Уп+1 =  У +  ту° +  0,5т 2у-((.
(2)
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Подставляя эти тождества в уравнение (1) и используя линей
ность операторов Ви i = О, 1, 2, приходим к уравнению

т (В2 — В0)у* +  0,5т2 (В2 +  Вц) y-tt -j- (В2 +  В1 +  В0) у  =  ср, 

где ср=<рОбозначим
В = т(В2—В0) , 7? = 0,5(В2-)-Во), Л = B2+ B i+ B 0.

Тогда уравнение (1) можно записать в виде
+  х2ЯУ и +  Лу =  Ф- (3)

Запись трехслойной схемы в виде (3) называется каноническим 
видом трехслойной разностной схемы. Из предыдущих рассужде
ний следует, что в каноническом виде (3) можно записать любую 
трехслойную разностную схему, если операторы В0, Ви В2 линей
ные, а сетка caz равномерная.

Заметим, что существование ВI1 эквивалентно существованию 
оператора, обратного оператору B-\-2rR.

2. Эквивалентность трехслойной схемы двуслойной. Покажем, 
что трехслойную схему всегда можно представить в виде некото
рой эквивалентной ей двуслойной схемы. Такое сведение трехслой
ной схемы к двуслойной аналогично принятой в теории дифферен
циальных уравнений замене уравнения второго порядка системой 
двух уравнений первого порядка.

Опуская индекс h, обозначим Н = Ни и введем пространство Н2 = 
=  Я ® Я — прямую сумму двух экземпляров пространства Я. Про
странство Я2 определяется как множество векторов вида у =  {у,,у2}, 
где у и уг̂ Н ,  а операции сложения и умножения на число вводят
ся покоординатно, т. е.

ay+fiv=  {ou/i +  рщ, ay2+$v2],
где у=  {г/i, у 2) , v= {v t, v2}, а, |3 — числа. Если в Я задано скалярное 
произведение (, )н, то полагаем

( у , у)н*= ( у и щ)н+ ( у 2, и2) н .

Далее, если Cf] — линейные операторы, действующие в Я, i, j — 
= 1, 2, то матрица

Q ,__ Си С13
_  С21 С-.,.

представляет собой оператор, действующий следующим образом: 
если х= {хи х2} е Я 2, то Сх= {СИх,-]-С12х2, C2iX1+ C 22x2}. Для опера
торных матриц справедливы те же правила сложения и умножения, 
что и для обычных матриц, надо только следить за порядком со
множителей.

Возвращаясь к уравнению (1), перепишем его в виде системы 
Уп == Уп<

Упы=  В2 В0уп_г В2 Biyn -f- В2 (рп.
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Определим вектор у п = { уп- и у п}, правую часть < p " = { 0 ,  f i 21(Pn} и  
оператор

5  Г 0 £  1

действующий в Я2. Тогда уравнение (1) можно записать в виде дву
слойной разностной схемы

(/"+1 = 5(/"+Фп, (4)
определенной в пространстве Я2.

Учитывая возможность сведения трехслойной схемы к двуслой
ной, можно многие результаты § 2 перенести на трехслойные раз
ностные схемы. В частности, для трехслойной схемы так же, как и 
для двуслойной, из равномерной устойчивости по начальным дан
ным следует устойчивость по правой части. Поэтому в дальнейшем 
мы ограничиваемся изучением устойчивости по начальным данным.

Трехслойную схему можно представить в виде двуслойной схе
мы не единственным образом. Иногда бывает удобным представить 
разностную схему (3) в виде двуслойной схемы, записанной в кано
нической форме

ип+1 — ип
® у- ---------- у-  +  ,Луп =  ф“, (5)

Т

где у "е Я 2 и —операторы, действующие в Я2. Чтобы получить 
такое представление, введем векторы

ф"={фл, 0}, у"= {0,5 (*/„+*/„_,), (6)
где уп — решение, а ф„— правая часть уравнения (3). Далее, опре
делим операторы

- А  0 В + ~ А  х  [ R  — - 7  Л j
л  = 0 R  А L 4 J

, 33 =

Тогда, как можно убедиться непосредственной проверкой, трех
слойная разностная схема (3) представляется в виде двуслойной 
схемы (5). При этом, если записать схему (5) как систему двух 
уравнений, то первым будет уравнение

By о +  т2Rylt +  Ay =  Ф, 

а вторым —тождество 0 = 0.
3. Устойчивость по начальным данным. Будем рассматривать 

задачу Коши
By а +  x2Ry-tt -f Ауп =  0, (8)

где п= 1,2, , К— 1, Уо, yi заданы.
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Предполагаем, что существует оператор (B-\-2xR)~l, и ,  следо
вательно, уравнение (8) однозначно разрешимо относительно уп+1. 
Будем считать сейчас, что Н — конечномерное пространство со ска
лярным произведением ( , ). Справедлива следующая теорема о
равномерной устойчивости схемы (3) по начальным данным.

Т е о р е м а  1. Пусть А и R являются самосопряженными поло
жительными операторами, не зависящими от п. Если выполнены 
операторные неравенства

R > \ A ,  в г 3=0, (9)
4

то при любых у„, У ^ Н  для решения разностной схемы (8) справед
ливо неравенство

11Уп+1|1.̂ 11Уп11., п = \ , 2 , . . . , к ,  (Ю)
где

II У а ||̂  — (уп +  Уп~i), Уп +  У а—i) +  (Ĵ R — — Лj (уП — Уп-1), Уп — Уп- 1 j.

(11)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим схему (8) в виде двуслойной 

схемы
~ уП + .Ау* =  0, п =  1, 2, . — 1, (12)т

где вектор упе Я 2 и операторы si, 9$ определены согласно (6), (7). 
Для схемы (12) задано начальное значение у1= {0,5(уа-(-у,), уt—y j .  
Покажем, что схема (12) удовлетворяет всем условиям теоремы 2 
из § 2. Из самосопряженности операторов A, R и из операторных
неравенств Л > 0 , — А следует, что оператор s i  (см. (7)) яв
ляется самосопряженным и положительным оператором в прост
ранстве Н1. Поэтому в Я2 можно определить норму flofl ,̂ порож
денную оператором si.  Для вектора v={v,, н2} норма \\v\\  ̂ опреде
ляется следующим образом:

\ \ v t i  =  ( A v 1 , v J  +  ^ R — ^ A )  v 2 , v 2)  .

Отсюда для решения задачи (5) yn= {0,5(yn- fув_,), у„—уп_,} имеем 

IIУП |& = ]-(А (Уп +  Уп-1), Уа +  Уа-1) +  — у  л) (Уа — Уа-i), Уа ~  Уа-i j ,

т. е- \Уп\л совпадает с нормой ||у„||„ определенной согласно (11). 
Проверим выполнение операторного неравенства

^ ^ 0 ,5 т  si, (13)

которое согласно теореме 2 из § 2 обеспечивает равномерную устой-
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чивость схемы (12) по начальным данным. Из определения (7) опе
раторов и $  получаем

Для любого элемента v — {vu о3} е Я 2 имеем

(.33 — 0,5т .A) v =  +  т (Я -----l-A } v 2, —т | /?--- -A  j  .

Обозначим ( , )яч ( , )н скалярные произведения в Я2 и в Я со
ответственно. Тогда получим
((59 — 0,5тЛ) v, о)н* =  (Bvu vt)H +

+ T((# — ~4A) V2’ Vi ĥ ~ T{{R ~~~4A )Vi' V‘'-)H =  B̂Vl' V̂ h'
причем последнее равенство справедливо в силу самосопряженно
сти оператора R — у  А.

Таким образом, из неотрицательности в Я оператора В следует 
выполнение условия устойчивости (13). В силу теоремы 2 из § 2 
для решения задачи (12) справедлива оценка \\уп+'\\^ sS lIrlL , ко
торая, как мы показали, совпадает с оценкой (10) для решения 
задачи (8). Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е .  Пусть Н — комплексное пространство. Тогда теорема О ст а 
нется справедливой, если условие В ^ О  заменить условием В* +  В ^ 0 .

4. Примеры. Для исследования устойчивости конкретных трех
слойных разностных схем надо записать их в каноническом виде 
(3) и определить, при каких значениях параметров выполняются 
условия теоремы 1. Приведем несколько примеров исследования 
устойчивости.

П р и м е р  1. Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения 
колебаний струны

д 2и  д 2и  

~dt2 ~~d?r ' 0 < * < / ,  0 < t ^ T ,

и (х, 0 )  =  и0 (х), ди-- --0) =  «о (*)> 0  С  х <  I, ( 1 4 )

«(0, t) = u(l, t) =0, 0<=/^Г .
Введем сетку <ам =  где

щ  =  {xi — ih, i — 0, 1, . . . .  Я, hN =  /},
©т =  {tn =  пх, п =  0, 1, .. ., К, Кх =  Т), 

и сопоставим задаче (14) двухпараметрическое семейство схем с
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в еса м и

y-tt i — OiAyT1 + (1 —ai — о2) hyi + а2^yi > 
л=1, 2, . . . ,  К— 1, i= \,  2, . . . ,  N—1,
yi =  U0 (Xi), у] =  и0 (Xi), у о =  Уы == 0.

Здесь а,, а2 — заданные числа,
п уГ ' - Ч  + уУ

У'Иа _2 Ay'i : А2

(1 5 )

а значения иа(х{) подобраны так, чтобы порядок погрешности ап
проксимации начального условия ди(х, Q)/dt = ц0(х) совпадал с по
рядком погрешности аппроксимации основного уравнения (кон
кретное выражение для й0(-С) нам не потребуется, а способ построе
ния u0(Xi) был указан в § 5 гл. 1).

Введем пространство Hh как множество функций, задан
ных на сетке и равных нулю при i = 0, i = N. Определим в х 
оператор

{Ay)i =  — y-x i, t = l , 2 ,  . . . .  N — 1, у0 =  yN = 0 .  (16)

Тогда разностную схему (15) можно записать в виде
У~и (1 — ai — <J2) Луп +  а2Ауп- 1 =  0, (17)

где Уп^Н'^-и у,г =  (yi, yi, ■ ■ ■, yl’- i f ,  Уjt = (Уя+i—2г/п+г/п_,)/т2.
Пользуясь тождествами (2), легко привести схему (17) к канони
ческому виду (3), где ср = 0, оператор А определен согласно (16) и

В =  (а1- а я)тД  R = ± E  + -°± ± ^А .  (18)
т2 2

Для выяснения условий устойчивости схемы (15) воспользуемся 
теоремой 1. Уже неоднократно было показано (см. § 1 гл. 3), что 
оператор (16) является самосопряженным и положительным опера
тором в смысле скалярного произведения

N - 1

(у, =  2  yc°ih'

причем его наибольшее собственное значение

m a x  —  „ C O SА2
яА
21

оценивается сверху величиной A = 4/h2.
Операторы В п R, определенные формулой (18), также само

сопряженные. Согласно теореме 1, для устойчивости схемы (15) 
достаточно выполнения условий (9). Условие Б ^ О  приводит к 
ограничению сг^Оз, означающему, что вес нижнего слоя не дол
жен превосходить веса верхнего слоя.
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Первое из условий (9), а именно операторное неравенство R >  
у>~А,  в данном случае приводит к неравенству

1 £  +  /а1± а 1 __1_\л 
т 2 V 2  4  )

означающему, что

> « г + с г  i)(Ау, у) >  0 (19)

ДЛ Я  любого ОТЛИЧНОГО ОТ н у л я  у ^ Н н - 1. Поскольку

IУ |2 >  “  (Ау, у), д > II (20)

неравенство (19) будет выполнено, если потребовать 
_±_ +  о1± о 1 _ ±  > 0  
Дт2 2 4

Итак, схема (15) устойчива при выполнении условий
-- CTi -}- (То ^  1

2  4

J_
V У /х2 (21)

Следует отметить, что эти неравенства, полученные как доста
точные условия устойчивости, на самом деле очень близки к необ
ходимым условиям устойчивости схемы (15). А именно, применяя 
метод гармоник (см. § 5 гл. 1), можно показать, что для устойчи
вости схемы (15) необходимо

°1 + 7 =2 4 \  v /  Л2

Частным случаем схемы (15) являются симметричные схемы 
(<Т1 = а2 = а), которые имеют второй порядок погрешности аппрокси
мации на решении задачи (14). В этом случае условия устойчи
вости сводятся к одному неравенству

' - 7 Р  v = j r  <22>" > 7
Например, явная симметричная схема (о1 =  а2 =  0) устойчива при 
условии 'y d ,  т. е. x<Lh.

П р и м е р  2. В § 5 гл. 1 уже рассматривалась схема для урав
нения теплопроводности

уТ 1- ^  y l , - ( y r iJrynr l) + yU
2т (23)

имеющая аппроксимацию 0(т2 + /г2) + O ^ -j. Покажем, что эта
схем а абсолю тн о устойчива. П ерепиш ем  ее  в виде

У? +  +  Ay =  0,

где оператор А определен согласно (16).
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Тогда получим, что схема (23) имеет канонический вид (3), где 
ф =  0, В=Е  и R —~ Е .  Условия устойчивости (9) сводятся к нера
венству

—  Е > - А ,
h2 4

которое всегда выполнено в силу (20). Тем самым схема (23) аб
солютно устойчива.

§ 4. Об экономичных методах решения многомерных 
нестационарных задач математической физики

1. Недостатки обычных разностных методов. Цель настоящего 
параграфа дать первоначальное представление о некоторых раз
ностных методах, предназначенных специально для решения неста
ционарных задач математической физики с числом пространствен
ных переменных, равных двум или трем (такие задачи называют 
многомерными). Прежде всего поясним необходимость применения 
специальных методов. В качестве примера рассмотрим двумерное 
уравнение теплопроводности

ди   д2и д2и

& дх2 дх2

и (х, i) =  n (X, t), 
и (X, 0) =  и0 (х), 

в прямоугольнике
С = { 0 < х 1< / 1, 0 < х 2< / 2}

с границей Г.
Введем, как обычно, сетку по времени

й ,=  {̂ „ =  пт, /2 =  0, 1, . . . ,  К— 1, Кт = Т}

и пространственную сетку
Qh =  {хц =  (xf>, х</>), х(1'> =  ihu х(/> =  jh2},

где i =  0, 1, 2, . . . ,  Nu /' =  0, 1, 2, . . . ,  У2, причем h2N2 = l2.
Множество внутренних точек сетки (когда 2 =  1, 2, . . . ,  —1,

/= 1 , 2, . . . ,  N2—1) будем обозначать через со,,, а границу сетки — 
через ^h. Таким образом, — это множество точек сетки Qh, при
надлежащих границе Г прямоугольника G. Будем обозначать t/Д =  
= у(хц, /„), где x,,^Qh, /„<=<щ.

Как мы знаем (см. § 4 гл. 1), для решения уравнения теплопро
водности можно применить либо явную, либо неявную разностную
13 А. А. С ам арский, А. В. Гулин

х =  (х1г х2) ре G,

(1)
х =  Г, 0 <  / Т, 
x p e G +  Г
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схему. Рассмотрим сначала явную схему
у г‘! 1 _  у 1}.
—------- -  z== Aj/ij, если xtj Gr о)д, tn G= ых,

где

Уц х —  р (Хц, tn + i), если Xij е  7ft, tn. S  « т, 

у». =  u0 (xl7), если Хц О;,, л — О,

Ay ij —Л1/Д7 -f- Ajj/ij

—yXiXuii —
Уиг,1-2УЦ + У,1-1,/

Л^г/ — Ухгх,,ц —
Уц+1 ~ 2 Уц+Уи-! 

hi

(2)

(3)

Решение разностной схемы (2) находится по слоям с помощью яв
ной формулы

У™ = y b + ^ y u ,  я =  0, 1, . . . .  А — 1, х ц & щ ,
причем используются начальные и граничные условия, заданные 
согласно (2). Таким образом, преимуществом явной схемы являет
ся простота нахождения значений упЛх решения на верхнем слое. 
Существенным недостатком этой схемы, не позволяющим исполь
зовать ее при практических расчетах, является условная устойчи
вость. Найдем условие устойчивости по начальным данным схемы 
(2), опираясь на теорему 2 из § 2. При исследовании устойчивости 
будем предполагать, что граничные условия р(х, t) равны нулю.

Введем пространство функций, заданных на сетке и рав
ных нулю на 7Л, со скалярным произведением

М-1 М-1
(у, У) =  2  hi 2  к*учич-

*=1 /=1

Определим в Н'^ оператор А формулами
(Лу)ц= (A1y ) ij+ (A2y ) ih если хиеЕ<щ,

М ч  =  -  У м -  М и  =  -  У-м -, (4)
Уч = 0, если Xye^ft.

Оператор А (пятиточечный разностный оператор Лапласа) изу
чался в § 2 гл. 3. Было показано, что А — самосопряженный поло
жительный оператор, для которого при любых г /е  Я{,0) справедли
во неравенство

( A y , p ) < A | | ( / f ,  Д =  4 -  +  " 7 -  (5)
К К
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Если записать схему (2) с р, =  0 как операторное уравнение в 
пространстве H t \  то оно примет вид

- М~ У- +  Ауп =  0. (6)X

где yn=y{tn)e^Hb\ Таким образом, схема (2) имеет канонический 
вид

В —+1 +  Ауп =  0, (7)X
где Л определен согласно (4) и б  = £ — единичный оператор. Усло
вие устойчивости (см. теорему 2 из § 2)

В5аО,5тЛ (8)

в данном случае (при В = Е) означает, что при любых yEL #10) 
должно выполняться неравенство

||г/||2̂ 0,5т(Лг/, у).
Отсюда, учитывая (5), получаем, что схема (2) устойчива по на
чальным данным при условии

Это условие накладывает очень жесткое ограничение на шаг по 
времени т. Пусть, для определенности, hl = h2 = h. Тогда неравен
ство (9) примет вид

h2 " 4

Если, например, /г = 0,01, то устойчивость гарантируется при 
т ^ т 0, где Т о  = 0,25-10- \  Предположим, что надо найти решение 
задачи (1) при Т=]. Тогда, пользуясь схемой (2), надо совершить 
не менее чем и0 =  7’/то = 40 000 шагов по времени. Разумеется, счет 
с таким мелким шагом неприемлем для практики. По указанной 
причине при решении уравнений параболического типа избегают 
пользоваться явными схемами. В случае уравнений гиперболиче
ского типа условия устойчивости позволяют взять шаг по времени 
того же порядка, что и шаг по пространству. Поэтому для гипер
болических уравнений явные разностные схемы используются го
раздо чаще, чем для параболических.

Рассмотрим теперь неявную схему для уравнения теплопровод
ности

у • * — у ■ •
—------ -- =Аг/"+1, если хц е  <ол, Ют,X '

ylf1 := У (■%!/> n̂+i)> если Хц Ez y>i, (10)
Уц =  ио (х'и), если хц S  Qfc, п =  0.
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Эта схема устойчива при любых шагах т и h. Действительно, схему
(10) с р =  0 можно записать как операторное уравнение

где у ^ .Н (н и оператор А определен согласно (4). Таким образом, 
неявная схема (10) имеет канонический вид (7), где В= Е + хА, 
причем условие устойчивости (8) всегда выполнено.

Однако недостатком неявной схемы (10) является необходимость 
решения на каждом временном слое системы уравнений

Решение подобных систем уравнений представляет значитель
ную трудность. Методы, предназначенные для решения систем ли
нейных алгебраических уравнений общего вида (см. часть II, гл. 2), 
здесь непригодны из-за слишком большого размера системы. Дей
ствительно, если положить, например, h1 = h2=Q,0l и /, =  /2=1, то 
число неизвестных уц в системе (11) окажется равным примерно 
10 000. Положение усугубляется еще тем, что систему (11) необхо
димо решать многократно (на каждом временном слое).

Можно предложить приемлемые методы решения, учитывающие 
специальный вид матрицы системы (11). Один из таких методов 
рассматривался в § 6 гл. 3, другие прямые и итерационные методы 
будут изложены в гл. 5. Здесь же мы остановимся на методах ре
шения уравнения (1), которые основаны на сведении многомерной 
задачи к последовательности одномерных задач. При таком сведе
нии возникают разностные методы, сочетающие положительные 
стороны явной и неявной схем: абсолютную устойчивость и простоту 
решения. Начиная с пятидесятых годов, эти методы под различными 
названиями (методы переменных направлений, дробных шагов, 
расщепления, локально-одномерные методы) широко применялись 
для решения многомерных задач математической физики.

2. Пример метода переменных направлений. Рассмотрим по
дробно одну из разностных схем метода переменных направлений 
для уравнения (1), называемую продольно-поперечной разностной 
схемой или схемой Писмена — Рэчфорда. В этой схеме переход от 
слоя п к слою n+ 1 осуществляется в два этапа. На первом этапе 
определяют промежуточные значения y ^ Vt из системы уравнений

а на втором этапе, пользуясь найденными значениями y l fk, на
ходят г/"/1 из системы уравнений

У-**— ^  +  Ауп+1 =  0,
Т

Уц — хАуц — F?it Xij е  (oh,
(И )

=  H -71. Ху S  Yh,

(12)

(13)
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Здесь разностные отношения Л4о, Аги определены согласно (3J. 
Уравнение (12) является неявным только по переменному x t. По
этому уравнения (12), (13) можно решить последовательным при
менением одномерных прогонок, сначала по направлению x t, а за
тем по направлению х2. Этим обстоятельством и объясняется на
звание метода.

Остановимся подробнее на алгоритме решения уравнений (12), (13). Пере
пишем уравнение (12) в виде

О . б у , ^ -  -  (1 -  7г) У ц % +  0,5ухупЛ А  - -  , (14)

где ух =  т/ft2, Fq  =  у пц  +  0,5тЛ>р7-. Уравнение (14) решается при каждом фик
сированном / =  1, 2, . . . , М 2— 1 методом прогонки по переменному i (см. п. 7 § 4 
ч. I). Чтобы применить прогонку, надо знать граничные значения У^'^, y ^ j '  • 
/ =  1, 2, . . . ,  N 2— 1. На постановке граничных условий для вспомогательной функ
ции Уг}1'/'1 мы остановимся ниже (см. п. 3). При каждом фиксированном / про
гонка по направлению Х\ выполняется за O(JVi) арифметических действий. Сле
довательно, нахождение всех i f t f /2 требует 0 ( N ]N 2) арифметических действий.

После того как все $ ] ' А найдены, решается уравнение (13). Переписывая 
это уравнение подробнее:

0 . 5 7 ^ 1 ,  -  (1 -  7-J У Т  +  0 , 5 7 , ^  =  -  Ф £,

у, =  т/h\,  Ф"- =  уЦ 'А +  0 ,5 т А ^ ,+'/г,
(15)

видим, что при каждом фиксированном t =  1, 2........ Ni — 1 его можно решить
с помощью одномерной прогонки по переменному /. Граничные условия задаются 
в соответствии с задачей (1):

У in У (x i0 ’ ^п+>)’ У INг =  l1 (x lN t’

Нахождение всех у\у 1 из системы (15) требует 0 ( N \ N 2) арифметических дей
ствий.

Таким образом, при N t =  N2= N  нахождение у ?-+1 по известным значениям 
//”• с помощью метода переменных направлений требует О (У2) арифметических 
действий.

Для сравнения отметим, что решение двумерной неявной схемы (например 
схемы (10)) с помощью стандартного метода Гаусса потребовало бы 0 ( № )  дей
ствий, поскольку число неизвестных 0 ( N 2). Нахождение решения р”3 4"1 неявной 
схемы с помощью быстрого дискретного преобразования Фурье осуществляется 
за 0 ( N 2 \og2N) действий (см. § 6 гл. 3).

3. Абсолютная устойчивость продольно-поперечной схемы. Что
бы исследовать устойчивость продольно-поперечной схемы, исклю
чим сначала из системы (12), (13) промежуточные значения у^'А
и получим эквивалентную разностную схему, связывающую значе
ния неизвестных только на целых слоях п и п+ 1. Затем применим 
к полученной схеме теорему 2 из § 2 и убедимся в ее абсолютной 
устойчивости.
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УР
Вычтем уравнение (12) из уравнения (13). Тогда придем к 

авнению
уТ - ^  + уЬ

0,5т
= л2 &?/1 —«/?,), %ij ^

из которого получим

Упи'А ■■
Уч + Уц — у / ,  Хц coft. (16)

Подставляя найденное выражение для в уравнение (13), по
лучаем уравнение

у1 / ' 0,5 (г/Т+1 +  у?) + j- л 2 Ш 1- у"/) /(0,5т) =

=  о, TV, (t/«« +  ) -  у  ЛхА2 ( у - / -  # ,) +  Л о г/■П+1и •

которое после очевидных упрощений приводится к виду

л (у?р + у§ -  - Л,Л2 (*/"А -  */"■). (17)

Строго говоря, указанная подстановка возможна не во всех 
точках сетки т Л. Например, при г =  1 уравнение (13) имеет вид

■ г/С'/2
0 ,5 т

л+%
07 + Л 2г/17 1

и содержит значения yn/ v‘, пока никак не заданные (подчеркнем, 
что уравнение (16) определяет упУЬ лишь при i= 1, 2, . . . ,  А,— 1). 
Аналогичная ситуация имеет место и при i = N\-—1, а именно, урав
нение (16) при i = Ni—1 содержит значения y%\f, неопределенные 
формулой (16). Из вывода уравнения (17) видно, что оно будет 
справедливым при всех Хц^(Он, если доопределить граничные зна
чения у1}?'!1 в соответствии с формулами (16), т. е. положить

■ Д+'/з П>,/ ^  Но/У о/ •—---- Г л9(К5Г-
,,п+у2 .— Ы / ЙД/,/__ Т . / n+i _ ,г \
У м /— 9 11лч/А

/ =  1, 2, . . . .  А2- 1 .

Эти граничные значения можно использовать при решении урав
нений (14) методом прогонки.

Итак, в результате исключения промежуточных значений у/'А 
пришли к разностной схеме (17). Исследуем устойчивость схемы 
(17) по начальным значениям, предполагая, что ц(х, /) = 0 . В этом
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случае схему (17) можно переписать в виде
ги-1

уи - У 'Л  {уЦ1 +  У?/) ^ -Л ХЛ. У Г -У 1

t = l ,  2, . . . ,  Я,—1, / = 1, 2, Я,—1, п = 0, 1, . . . ,  К—1,
У?, =  О, если хц <= 7а, п =  0, 1, . . . .  Я, (18)

У°ц =  и о ( Ч ‘\  4 л )- если * ‘7 S  со,,.

Введем пространство Я^1 функций, заданных на и равных 
нулю на 7,,, и определим операторы Ль Л2, А согласно (4). Тогда 
схему (18) можно записать в операторном виде

+ { Л ( а ,  +  !,„„) =  О, (19)
т 4 т 2

п = О, 1, . . . .  /с—1, у0 задан,
где yll = y (tn) Н(°]. Схема (19) имеет канонический вид (7), где

В =  Е +  0,5тЛ +  —  Л2Л2 =  {Е +  0,5тА) (Е +  0,5тЛ2).
4

Покажем, что оператор Л,Л2 положителен. По определению 
имеем
(AiA^ij — Ух ~х . i = l , 2 , Л ^ - 1 ,  j = 1 ,2 ,  . . . ,  Я2-  1,
так что

Л'г-1 N  i- l

(AiAtf, у ) =  2  2  Ья-хюлмУч-
/ ==1 1=1

(20)

Учитывая, что уц= уму = 0 ,  преобразуем внутреннюю сумму в
(20) по формуле (см. (14) из § 3 гл. 1)

A'i-1 N1
2 ^ У х г Х г Х г Х и Ц У У  ~  _  2 ^ Х г Х г Х и У У х и Ч

1=1 1=1
и запишем (20) в виде

jV| iV2-l
(ли2у, I/) = -  2 /г1 2 h^ x, i  iV-xuir

i= -1 / = 1

Затем, снова применяя формулу (14) из § 3 гл. 1 и учитывая, что 
yio = yiN2 = 0, получим

Л?2—1 Л/2
2  ^ w f c /  =  - 2
/=1 /=i

так что окончательно будем иметь

(Л И ^,я) =  S  /г* 2  ,г*(УхГХ2.иУ'
i=l !—1
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В =  Е +  0,5тЛ +  —  АгА0 >  0,5тЛ,
4

и, следовательно, условие устойчивости (8) выполнено при любых 
т, hu h2, т. е. продольно-поперечная схема абсолютно устойчива.

4. Понятие суммарной аппроксимации. В предыдущем пункте 
мы исследовали устойчивость продольно-поперечной схемы путем 
исключения промежуточных значений уп+'/г и замены исходной схе
мы переменных направлений эквивалентной ей неявной многомер
ной схемой (19). Не представляет груда доказать, что при доста
точной гладкости решения и(х, t )  задачи (1) разностная схема 
(19) имеет погрешность аппроксимации 0 (т 2-г/г2) и сходится в 
сеточной L 3-HopMe со вторым порядком по т и по h. Поэтому спра
ведливо утверждение и о том, что решение продольно-попереч
ной схемы (12), (13) сходится к решению и(х, t) задачи (1) со 
вторым порядком, т. е.

+  hl +  hi), п =  0, 1, . . . .  К -  1,
где

|| */rt+l U (tn+1) I — ( 2  (l/"/1 W (Xij, tn+1)) ll 1^2 j
\ xij e “/i /

и M ,— постоянная, не зависящая от т, hu h2.
Исключение промежуточных значений упрощает процедуру ис

следования разностной схемы, однако вносит некоторые неоправ
данные ограничения. Например, для эквивалентности схемы (12),
(13) схеме (19) существенным является предположение о том, что 
область G — прямоугольник, кроме того, необходимо специальным 
образом задавать граничные условия для вспомогательной функ
ции ytf'A.

Оказывается, что схемы переменных направлений можно иссле
довать непосредственно, не исключая промежуточных значений 
У?А/а. Для этого надо ввести понятие суммарной аппроксимации, 
которое мы поясним на примере схемы (12), (13). Пусть u{xu x2,t) — 
точное решение задачи (1). Представим решение разностной зада
чи (12), (13) в виде

Уи =  и у  +  г 1у «  =  0 , 1, . . . ,  /С,

i #*  =  п =  0, 1, . . . .  К -  1,
где

ипц =  и (х<‘>, х</>, tn), =  и (4‘>, х</\ tn +  0,5т).

Подставляя указанные выражения для у"., у^У* в уравнения 
(12), (13), получим уравнения, которым удовлетворяет погрешность

откуда и следует положительность оператора А,А2. При этом
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метода

где

zn + Z l _  2 п  il гЦ A Tl ‘/л I А И I . f t  __
=  \ 2 i t  +  Л 22,у +  ф ^ у , Xij ■— О)/,,

0,5т

7«+1 _  7™+'Л 
о ‘V _  л ,"+*/.

0 ,5т
AiZif 1 +  Л22,-/1 +  фад/* хн S  oj;j,

, л + %  _  , , ra
1 “ • О  W  г A  n + V a  I л  П^ 1,1/ — -------- -----------Ь ^-1^1/ “I- Л2̂ 1/»

I ГС'К.'/:

0,5т

un+i _  „«И/,‘7 о I л гс+% г д „«+1---------------- rA xUf/ .
0,5т

(22)

(23)

(21)

Сеточные функции, определенные согласно (22), (23), называ
ются погрешностями аппроксимации уравнений (12), (13) соответ
ственно на решении исходной задачи (1). Разлагая функции, вхо
дящие в выражения для ф2, по формуле Тейлора в точке 
(*<£), x f ,  tn), получим

фп. ■1,1
т d2u (хи, (п) т да (xijt tn) 
4 dt2 ' 2 1 57

+  0(т2 +  /г2),

фл .. — — * 2,1/
3 a2u (jCf -, 7n)
—т------- ------
4 572

т r du (xLj, /„)
---A-.1
2 dt

xLn du (*./■ О
dt

fO(x2+/P),

где Lau = d2uldXa, a = l ,  2. Таким образом, каждое из уравнений 
(12), (13) аппроксимирует исходное уравнение (1) с первым по
рядком по т и вторым — по h. Вместе с тем сумма погрешностей 
аппроксимации фТ — ф"17 _j_ ф"(7 имеет второй порядок по т и по h. 
Действительно,

I ЛФч = dt2
+  т (Тх -(- L2) (*у С) 

& +  0 (т2 +  й2),

и в силу дифференциального уравнения (1) имеем
5ц
"57" ’

так что ф ?/= 0(т2 +  /г2).
Поэтому говорят, что схема (12), (13) обладает суммарной ап

проксимацией второго порядка по х и по h.
Можно получить оценку решения задачи для погрешности (21) через норму 

функции ф =  ф 1 +  ф,1 из которой будет следовать второй порядок точности схемы 
(12), (13) (см. [32]).

Приведем другие примеры схем переменных направлений для уравнения (1), 
обладающих суммарной аппроксимацией. Локально-одномерная схема состоит
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в последовательном решении уравнении 
ип+у2_,,п

= Лiy1}v\  хи е  шл,
(24)

= л ^ 1, *l7 е  <ah.

В этой схеме каждое из уравнений в отдельности не аппроксимирует исход
ное уравнение (1), однако имеет место суммарная аппроксимация О (т+Л2). Дей
ствительно, в данном случае

Ф+Уг_  ф.
U I J  u t 1 j_ a ,,n+V4tpj-----

т

U n f 1 — и п ^ Аui} uij

1 Л х ^ у

1 А :Т i — - Т г  М иц

ди (xi;, tn)

dt

. ди К /- tn)

■Liu (xu , tn) + 0(т+/г2)=0(1),

+  Lm  (xijt tn) +  0 ( т  +  /г2) =  О (1)

и ф 1+ ф 2 =  0(т-1-/г2).
В качестве упражнения читателю предлагается рассмотреть схему

фП — ф?Ь уч уч

-  =  +  A2y-f,
(25)

■ = Л2 Wif1 — nlj)

и доказать, что она обладает суммарной аппроксимацией. Кроме того, рекомен
дуется провести исключение промежуточных значений У ^ 1 из схем (24), (25), 
получить соответствующие многомерные разностные схемы и сформулировать 
граничные условия, при которых многомерные схемы эквивалентны исходным схе
мам переменных направлений. При нахождении граничных условий для упц ^  
следует поступать так же, как и в случае схемы (12), (13), т. е. выразить уПц' '̂ 
из уравнений (24) или (25) через уПц Х, уПц и доопределить на границе
с помощью полученного выражения.

Г Л А В А  5

ПРЯМЫЕ И ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
СЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 1. Модельная задача

1. Введение. Как мы уже видели, аппроксимация дифференци
альных уравнений разностными приводит к системам линейных ал
гебраических уравнений

Ay = f, (О
которые нецелесообразно, а чаще всего и невозможно решать стан
дартными вычислительными методами линейной алгебры.
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Если исходной задачей является краевая задача для обыкно
венного дифференциального уравнения, то соответствующую раз
ностную схему можно решить с помощью метода прогонки (см. п. 7 
§ 4 ч. I). В многомерном случае не существует столь же удобного 
и экономичного способа решения разностных уравнений, как метод 
прогонки. Поэтому возникает необходимость в развитии методов, 
специально предназначенных для решения многомерных разностных 
краевых задач. Мы будем рассматривать здесь лишь двумерные 
разностные задачи.

Как и в общем случае систем линейных уравнений, методы ре
шения разностных задач разделяются на прямые и итерационные. 
Итерационные методы являются более простыми, чем прямые, и в 
меньшей степени используют структуру матрицы. По этой причине 
для решения двумерных разностных уравнений первоначально ис
пользовались исключительно итерационные методы. Однако в слу
чае разностных задач сходимость таких, например, методов, как 
метод простой итерации, Зейделя, верхней релаксации, весьма мед
ленная. В настоящее время интенсивно развиваются и прямые ме
тоды решения двумерных разностных уравнений. Они применимы, 
как правило, к уравнениям с разделяющимися переменными, когда 
область изменения независимых переменных — прямоугольник. На
конец, следует отметить все возрастающее значение неявных ите
рационных методов, в которых решение на новой итерации находит
ся тем или иным прямым методом. Хотя такие методы алгоритми
чески сложнее, чем явные, их несомненным преимуществом явля
ется существенно более быстрая сходимость.

2. Модельная задача. Методы решения двумерных разностных 
краевых задач мы будем иллюстрировать в дальнейшем на сле
дующем простом примере. Рассмотрим задачу Дирихле для урав
нения Пуассона

дЧ дЧ
дх?

—  — — f(x), X =  (xlt х2) =  G,

и(х)=  0, x = (x h х2) е Г
в единичном квадрате G (0<Xj, ,v2<  1) страницей Г.

Введем в G квадратную сетку с шагом h, т. е. множество точек
Qk =  {хи =  (xf, х<{>)},

где х^  — ih, х ^  = jh, i, j=  1, 2, . . . ,  N , kN = 1. Пусть, как обычно, 
(oh— множество внутренних точек и "р,— множество граничных то
чек сетки

Заменим исходную дифференциальную задачу разностной за
дачей

Ух 1Х1,а +  Ух2хг,Ц =  — f ‘Ь Xii ^  “ Л, (2)

которую будем рассматривать как модельную при изучении мето-
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дов решения сеточных уравнений. Подробнее задачу (2) можно 
записать в виде системы

Hi-i,/ ŷcj Уи\,} 
h?

~ 2«И
Л2

■ »и - ■fa , (3)

4
5
4

4 ] /}
_________ i ____

12 16

J T 7 !  11 
_________ „_________1________

2

6 ю 14

1 *)
' I J  

I
й 13

Уи>—Унт—0, yo,—yNj—0, i, / — 1, 2, N—1.
На этом примере хорошо видны характерные особенности систем 

уравнений, возникающих при аппроксимации многомерных задач 
математической физики. Матрицы таких систем характеризуются

высоким порядком, сильной раз
реженностью (т. е. преобладани
ем нулевых элементов) и боль
шим разбросом собственных чи
сел.

Действительно, порядок си
стемы (2) совпадает с числом то
чек сетки соЛ и равен (N—I)2. 
Даже при /г = 0,1 имеем (N—1)2 = 
= 81, т. е. матрица системы (2) 
является квадратной матрицей 81 
порядка. На более типичной сет
ке, когда шаг Л=0,01, порядок 
системы равен примерно 10 000.

Сильная разреженность вид
на из того, что каждое уравнение системы (3) содержит не более 
пяти отличных от нуля коэффициентов. Тем самым отношение чис
ла ненулевых элементов данной матрицы к общему числу ее эле
ментов не превосходит 5/ (N — 1)2 =  О (ft2) .

Собственные числа матрицы, отвечающей системе (2), найдены 
в § 2 гл. 3. Для нас существенно сейчас, что отношение наимень
шего собственного числа fi к наибольшему собственному числу 
равно

•V, „ nh
l = —  =  tg2—  .7а 2

Отношение |  является величиной второго порядка малости при 
ft-»-0, а именно

? =  ^  +  0(/Д). (4)
4

Рис. 14. Одномерная нумерация дву
мерного массива

Следствием малости величины £ является плохая обусловлен
ность системы (2). По этой же причине явные итерационные мето
ды для системы (2) сходятся медленно.

Чтобы записать систему двумерных разностных уравнений в матричном ви
де (1), надо провести перенумерацию двумерного массива индексов (i, 
в одномерный массив. Это можно сделать различными способами. Сопоставим, 
например, индексу (/, /') двумерного массива индекс k одномерного массива по 
правилу k = ( N — l ) ( i — 1 ) + /  (см. рис. 14). При этом, если г и меняются в пре
делах от 1 до N— 1, то k меняется от 1 до (N— I)2. В результате указанной пе-
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(5)
Ук+i —  4Ук +  Ук-\ Ук-jN-i) +  УкЦЫ-\)

А2 +  Л2 =  ~
Уравнения (5) определены для

k =  (N— 1) (i— 1) +j ,  i, /  =  2, 3, N—2.

При остальных значениях k, учитывая нулевые граничные условия, получим сле
дующие уравнения:

—■4У1 +  У2 +  Уы =  — h2f\> k = l  (г =  1, / = 1 ) ,
У к -1— ^Ук +  Ук + 1 +  Ук + я - г  —  —А2/*,

k = 2 ,  3..........N—2 (£=1, / = 2 ,  3...........N—2),
I/N-2 4l/iV —1 +  —I) =  —A2/ jv — 1, k =  N 1 ( £=1 ,  /  =  N— 1),

Уk—(N—\)—4ук+Ук+\+Ук+{^-1)—  —h2fk, A =  (N— 1) (£—1) +1
( i = 2 ,  3 , . . . ,  N—2, / = 1 ) ,

—4yk+yk-i+yk- ( .N- \ )+yk+(N- i )=  — A!fftl k = ( N — l)i  (£ = 2 , 3, . . . , N —2,
/=JV-1),

Ук-iN-i)—4pft +  (/ft+ i= —A2//,, A =  (N— lH N —2) + 1  ( i = N — 1, / = 1 ) ,
У к-(к '-\) +  Ук--,—4(/ft + y k  + \ = —h2fk,

k =  (N— 1)(£V—2) + /  ( i = N — 1, / = 2 ,  3 , . . . , N —2),
У к - 1 * - и + У к - 1 ~ 4 у к = —  h 2f k , k = ( N — l ) 2  ( i = N —l, / ' = W — 1 ) .

ренумерации система уравнений (3) запишется в виде

Матрица системы (5) для случая N = 5 условно изображена на рис. 15, где 
крестиками отмечены ненулевые элементы. Заметим, что при решении системы 
(3) нет необходимости записывать ее в виде (5), мы привели такую запись лишь 
для того, чтобы еще раз продемонстрировать разреженность матрицы и ее лен
точную структуру.

3. Применение методов Якоби и 
Зейделя. Запишем разностное урав
нение Пуассона (2) в операторной 
форме (1), где оператор А опреде
лен следующим образом:
« у  =  -  y-XlXuij -  х а  <= щ ,

(6)
Уи = 0,

В дальнейшем будем рассматри
вать для этого уравнения одношаго
вые итерационные методы, записан
ные в каноническом виде (см. § 1 
гл. 2 ч. II),

В -я+1~ Уп +  Ауп =  /■ (7)
т п+1

Рис. 15. Структура матрицы си
стемы (5) для М = 5

Начнем с наиболее простых методов — Якоби и Зейделя. Пока
жем, что эти методы сходятся, однако их скорость сходимости не
высока.



М е т о д  Я к о б и  д л я  си с т е м ы  (3 )  за п и с ы в а е т с я  в в и д е

Упц г =  — (yi-i.i +  */?«./ +  Уи-1 +  yti+i +  hzfif), Щ,

Уц =  0, Х и ^ун .
(8)

Здесь у '1ц —значение решения в точке на п-й итерации. В дан
ном случае метод Якоби совпадает с методом простой итерации при 
оптимальном значении итерационного параметра. Действительно, 
метод простой итерации (t/„+1—yn)/r+ A yn = f для системы (1) в 
случае А*=А>0 обладает наибольшей скоростью сходимости, если 
х =  т0 = 2/(б +  Д), где б, А —-наименьшее и наибольшее собственные 
числа матрицы А (см. § 6 гл. 2 ч. II).

Для разностного оператора Лапласа имеем (см. § 2 гл. 3)
6 0 • I=  —  sin /г2

8 . о я/г . 8 , яh■, А =  —  cos2 —/г2

следовательно, т0 =  /г2/4. При этом значении параметра метод про
стой итерации в случае модельной задачи (2) принимает вид

У?/1-У?/
Л2/ 4 У x,X\,ii У f ii’ Х ц  (ЕЕ ом,

Уц =  о, Хц  ЕЕ ун.

Последнее уравнение, как нетрудно видеть, совпадает с уравнени
ем (8).

Скорость сходимости метода (8) как метода простой итерации 
с оптимальным параметром определяется числом р = — | = —- =

Число итераций /г0 (е), необходимых для достижения заданной 
точности е, равно

п0 (е) =  In —/in -  =  In -  j  Inf 1 +  ) .
8 / p 8/ ( 1—5)

При h О имеем 2| я2Л2= ---- , так что
2

« о  (е )
2 In (1/8)

Я 2 / ! 2  *
(9)

Следовательно, м етод Я коби тр ебует  0 (h ~2) итераций для  д о 
стижения заданной точности. Это очень медленная сходимость. 
В настоящее время применяются методы, требующие 0 (h ~l) и 
даже 0 (ln /i-1) итераций для достижения той же точности. С этими 
методами мы познакомимся в § 2, 3, 4.
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Рассмотрим метод Зейделя для системы (3). В общем случае 
(см. § 1 гл. 2 ч. II) метод Зейделя строится таким образом, чтобы 
в уравнении с номером i неизвестные, имеющие индекс больший, 
чем i, вычислялись бы по значениям на п-й итерации. Реализация 
метода Зейделя для системы (3) приводит к следующему итераци
онному методу:

, Л + 1 Q . /1 H  I , /1  „П+1  0 ,Л + 1  I „п
*Уд ~г yj+\,j , Ус, / -1 ~г ^i./Ч

К1 ■—■ /от

УЦ1 =  о, Х ц  е  Ун.

X ij  £= (Oft,

( Ю )

Хотя метод Зейделя является неявным, нахождение значений 
на новой итерации не представляет труда, поскольку оно сво

дится к обращению треугольной матрицы. Здесь нужно лишь пра
вильно установить последовательность проведения вычислений. 
Сначала из уравнения (10), используя известные граничные зна
чения (/о1+1= 0  и у**1 =  0, находят у**1. Зная у™, можно найти у ^ 1 
и т. д. Таким образом, неизвестные у"f1 вычисляются в следую
щем порядке изменения индексов: (1, 1), (1, 2), . . . ,  (1, N—1), 
(2, 1), (2, 2), . . . .  (2, N - 1), .. . (N—I, 1), (N—1, 2), . . . ,  ( N - 1, 
N—1). В этом случае говорят, что вычисления ведутся от левого 
нижнего угла прямоугольника G к правому верхнему углу.

Метод Зейделя сходится несколько быстрее, чем метод Якоби, 
однако число итераций, необходимое для достижения заданной 
точности, здесь также является величиной порядка h~2.

Чтобы доказать последнее утверждение, достаточно построить пример на
чальных данных, при которых погрешность итерационного метода убывает не 
быстрее, чем q n , где с/ =  1—О (/г2) . Приведем такой пример. Пусть —
решение разностной задачи (2) и — приближенное решение, получен
ное на п-й итерации с помощью метода Зейделя (10).  Для погрешности z”(-=  у -̂— 
—уц  получаем уравнение

_а,"’-1 _л_ ,n+i I . ,л+1Zi+1,/ ’zi/ I ~r 21-,/ fi "Г zi,/-l = 0.
Zii =  0, iiSyft,

гЪ = У°ц-Уц-
Будем искать решение задачи (11) в виде

( И )

2Ц =  я Ч' (12)

где q  — число, а а ц — сеточная функция, не зависящая от п и удовлетворяющая 
нулевым граничным условиям. Подставляя (12) в (11) и сокращая на qn, полу
чим систему уравнений

Vi+1, i — l qVi i  +  qVi- i ,  j - l - C i  , 3 4 1 +  q v i , j _ i  =  0 ,  X i j e c d f t ,  

Vi ;=  0, Xij<=\'h.
(1 3 )

Система уравнений (13) представляет собой задачу на собственные значения. 
Будем искать ее решение в виде

(14)„<*) — С£+/„(Й 
v ij  —  sk Нт/ •
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где k = ( k l, k2), ka= l ,  2, N— 1, a = l ,  2, — собственные функции пяти
точечного разностного оператора Лапласа, pj*1 =  2 sin ( n k ^ )  sin (nk2x[,)) и 
s* — числа, подлежащие определению.

Подставляя (14) в (13),  получим уравнение

; (f&’i,/ +  Mift/+1) +  я (ft’-! +  -  Чи!у) =  о.

Полагая q = q k =  s | ,  приходим к задаче на собственные значения

Ft .. +  р -  .. +  Яр,-.- =  О,II ' * V.V- 1 I 1 * Ч

F£, =  0, i“Vh.
где Я =  Яа =  4(1—s ft)//i2. Выражения для Я* известны (см. § 2, гл. 3):

лк, hsin15 nk2h
Ак — — h2

Выбирая k = ( l ,  1), получим
„ „ 8 „ n h
Я =  Ях =  6 =  —г- sin2 ----  .

Л2 2

При этом значении k величина |<7* | = s |  достигает максимума, равного

h4
191 =

Таким образом, если положим

У ij У и- , о(1а), ч ' ч '
где у и — точное решение задачи (3) и

_  _г+/ ад)— sn Fiy > Л2б , „ . 2 п/г------ = 1  — 2 sin2 -----
4 2

(15)

(16)

то согласно (12) получим г". =  q"^-, где выражение для q определено соглас
но (15).  Следовательно, для начальных данных (16) при любой норме выполня
ется равенство

\\yn—y\\ =  \q\n\\yo—y\\.

При малых шагах h имеем
q « 1 - 0 , 5  Л2б « 1 —я 2Л2,

т е. необходимое число итераций возрастает как Л-2.

4. Метод верхней релаксации. Рассмотрим применение метода 
верхней релаксации к модельной задаче (3). Для общей системы 
уравнений (1) метод верхней релаксации определяется следующим 
образом (см. § 1 гл. 2 ч. II). Система (1) представляется в виде

(A- + A++D)y=f,  (17)

где А-, А+— нижняя треугольная и верхняя треугольная матрицы 
с нулевыми диагоналями, D — диагональная матрица. Вводится 
итерационный параметр о е (0 ,  2) и итерации определяются фор-
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м улам и
А-Уп±1 -f- А̂ Уп +  D г/п+1 +   ̂1 f  ‘ (1®)

При и = 1 метод (18) совпадает с методом Зейделя
(A- + D)yn+l+ A+yn—f.

В случае модельной задачи (3) представлению (17) соответ
ствует запись системы в виде

1̂-1,/ . Ус,in +  Ус+и ^Уц
А2 А2 А2

■ fiit %ij  ̂  ̂а*,

(19)
г/у =  0, х ^ у „ .

Метод верхней релаксации определяется уравнениями 
i / " + 1 ■ -4- tfiV  « ? .  л -  о "  . ,г  У i . i - i  , 3 i , / t i T  S i t u  4

А2 А2 А2 V со

(20)

Уц— 0, XijEEyh-

Способ нахождения значений г/".+1 на новой итерации тот же, 
что и в методе Зейделя. А именно, надо записать уравнения (20) 
в виде

u?+1. _i_ «"+1 _____ L  гД+1 — Р<">th-i.i 1 г/*; — 1 ч у<о (21)

где
г ч — — (*А\/и +  */?+!,/) +  4 1 — - л аЛ/,

и вычислять У'ц'-, начиная от левого нижнего угла области G.
Проведем исследование сходимости метода верхней релаксации 

(20) и покажем, в частности, что при оптимальном выборе пара
метра <в число итераций, необходимых для получения заданной 
точности е, является величиной 0(h~l) (а не 0{h~!), как в методе 
Зейделя). Основное преимущество метода верхней релаксации пе
ред методом Зейделя как раз и состоит в существенном увеличении 
скорости сходимости при надлежащем выборе итерационного па
раметра <а.

Для погрешности 2".— у".—уп метода (20) получаем уравнение

2"+1. +  2?.+l l-ll ~  1/-1
А2 + i/+i +  г\

А2
М-1/

А2 - 2Г  +ш 11 0)1 -  -  27,1 =  0, Wft,

Z1i =  о. х ц  е  у/,,
385



которое приводится к каноническому виду

B -Zn+l—  ẑ  +  Azn^ 0 ,  
т

где 2п =  оператор А определен согласно (6) и
fi =  2 ( 2 - co) E ^ w(Ri +  R il  т =  ю,

№

{Ri 2)ч Т ^ ,  (ЯЛ,-
г.-x2,ij

fl

(22)

Операторы Л, В, /?lt определены в пространстве # А0) сеточ
ных функции, заданных на ЙА и равных нулю на уА. В ЯА0) введены 
скалярное произведение

N - 1

(у, о) =  2  У‘№ н*
»,/=1

и норма ||г/||=У(«/, у). Оператор Л является самосопряженным и 
положительно определенным оператором в ЯА0). Более того, Л = 
=  В* +  В, где R = Ri + Ri.

Таким образом, метод (18) является стационарным итерацион
ным методом с самосопряженным оператором Л и несамосопря
женным оператором В. Было доказано (см. п. 5 § 2 гл. 2 ч. II), что 
в этом случае выполнение операторного неравенства

В0 — 0 , 5 х А ^ ~ ^ В ,А~1В, Во =  0,5(В +  В*) (23)

с константой р е (0, 1) гарантирует сходимость итерационного ме
тода, причем для погрешности справедлива оценка

\\уа—у\\л^.рп\\уо—у\\л. (24)
Проверим выполнение неравенства (23) в случае метода верх

ней релаксации, когда

В =  - (2~ <а)- £  +  <»/?, Л =  В‘ +  В, т =  со. (25)

Прежде всего заметим, что

В0 — 0,5тЛ = 2- (2~-м )В, 
0 л2

поэтому неравенство (23) упрощается и принимает вид

^ 2 -  ю) В Дг В*Л_1В.
А2 2ш

Отсюда с помощью эквивалентных преобразований приходим к не-
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равенству
—  Л ^  ‘~ р2 ВВ\h2 2ш (2— ш)

Подставляя сюда выражение для оператора В из (25) и приводя- 
подобные члены, получаем окончательно

RR* +  - ^ Е  ^  (/? +  R-), (26)
Л4а 2 1 — р2 Л2а

а  =  ы/'(2—со).
Найдем константу р2е (0 , 1), при которой справедливо неравен

ство (26). Для этого оценим сверху левую часть неравенства (26). 
При любом у(Е Н ь] имеем

(RR-y, у) =  I R'y f  =  1 R\y +  Rly f  <  2 (\\ R{yf  + 1| Rlyf). (27)
Из определения (22) операторов R lt R2 получаем (см. также п. 3 
§ 1 гл. 4), что

(Rl y )u  = - ~ ,  (Rl y ) u  =  - ~ ~  .л /г
следовательно,

N - l  N - l

^ « 2= T 2 S S ^ w
t= 0  1 = 1
N - l  N - l

1 = 1  1=0

Таким образом,
i R l y f  +  \\Rtyf  =  -jp (.Ay, У)

и из (27) следует операторное неравенство
2

RR* л2 А. (28)

Далее, учитывая неравенство
Л > 6 £ ,

где б =  —  sin2 —---- наименьшее собственное значение оператора
/i2 2

А, получим
А.h* а2 /г4 а 26

Итак, левая часть неравенства (26) оценивается следующим 
образом:

RR* + /г4а2 А  +  - ^ -
К2 /г4а2б

л =
/г2 /г4а 26

(Я +  Я*).
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Н е р а в е н с т в о  (2 6 )  б у д е т  в ы п о л н ен о , есл и  к о н ст а н т у  рг п о д о б р а т ь
и з  у сл о в и я

2 1 4 ■ 1 +  Р2 2 (29)Л2 ' Л4а2б 1 — р2 Л2а

Решая уравнение (29), получим

Р2 =  Р2 («) =  -
1 — р а  (1 — а) (30)
1 +  р а  (1 +  а) '

где

р = 0,5 /г26 = 4 sin2 —  . 
г  2

Из (30) видно, что при ws(Q, 2) (т. е. при а> 0) выполняется 
неравенство р 2 ( а ) < 1 .  Следовательно, метод верхней релаксации 
сходится при сое(0, 2).

В  с л у ч а е  м е т о д а  З е й д е л я  и м еем  ш = 1 ,  а = 1 ,

р2=  1/(1+Л2б).

При малых h получаем р - * «  1+0,5  1+ ji2/i2, ]п р _|
раций ria(e), необходимых для получения заданной 
равным

«о(е) =
In е 1 
In р-1

In е-1 
Л2Л2 '

а л 2Л2, так что число ите- 
точности е, оказывается

Следовательно, необходимое число итераций пропорционально h~2, что сви
детельствует о невысокой скорости сходимости метода Зейделя в случае разност
ных систем уравнений. Отметим, однако, что требуемое число итераций в методе 
Зейделя примерно в два раза меньше, чем в методе Якоби (см. (9)).

Обратимся снова к методу верхней релаксации и подберем в 
выражении (30) параметр а таким образом, чтобы минимизиро
вать р2(сс). Нетрудно видеть, что минимум р2(а) достигается при 
а =  1/Уц, т. е. при

со - 4 , . « ЛЛ------ — , ц =  4 snr —  ,
1 +  Кр 2

и он равен
Р. (  ' ) = P; = i = M C |

\ У И- /  1 +  0,5 У ц
(31)

Подставляя сюда p ^ 4 s in 2̂ -  , получим при малых h, что

Ро ; 1 — sin (лЛ/2) 1 — яЛ/2
1 sin (яА/2) 1 +  лЛ/2

1 —  л/г.

следовательно, 1п р0-1 лг 0,5я/г и необходимое число итераций п„(е) 
равно



§ 2. Применение явного итерационного метода 
с оптимальным набором параметров

1. Явный итерационный метод с чебышевскими параметрами.
Данный метод подробно рассмотрен в § 6 гл. 2 ч. II применительно 
к системам линейных алгебраических уравнений

Ay = f, (1)
с положительно определенной симметричной матрицей А. Напом
ним необходимые для дальнейшего сведения, относящиеся к дан
ному методу.

Пусть выполнены операторные неравенства
(2)

где ^2>Т1>0. Е — единичная матрица. В качестве ^  и у2 можно 
взять, соответственно, наименьшее и наибольшее собственные зна
чения матрицы А. Если точные собственные значения неизвестны, 
то под у, и у2 можно подразумевать их границы, т. е. ■у,— нижняя 
(положительная) граница минимального собственного значения и 
у2— верхняя граница максимального собственного значения.

Явный итерационный метод для системы (1) имеет вид

~Ш ~ Ук + A y k =  f, Л =  0, (3)
та+1

где k — номер итерации, ук— приближенное решение системы (1), 
полученное на k-u итерации. Предполагается, что задано произволь
ное начальное приближение у0. В чебышевском итерационном ме
тоде параметры тк, к — 1, 2, . . . ,  п, подбираются таким образом, что
бы при заданном числе итераций п минимизировать погрешность 
IIуп—УII, возникающую на п-й итерации. Под нормой ||z|| вектора 
z здесь понимается среднеквадратичная норма

(  т  \  %

N =  2  4  •
\ /

В § 6 гл. 2 ч. II было показано, что оптимальными являются па
раметры хк, определенные следующим образом:

то _ 2 . 1 — Е
1 +  Ра*к 

tk =  C O S

7i +  7а 
(:2k— 1) я 

2 п

Ро 1 +  1 
1,2, . , . ,п .

(4)

Если выбрать тй согласно (4), то для погрешности будет спра
ведлива оценка

\\yn—y\\<qjy—y\\, (5)
где

Уп'
2 р"

+  рГ
P i =

1 — V i
1 +  К Г 72

(6)
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Таким образом, чтобы применить чебышевский итерационный 
метод к конкретным системам уравнений, нужно

1) убедиться в том, что матрица А симметрична (или доказать, 
что данная матрица является матрицей самосопряженного опера
тора) ;

2) найти границы спектра и матрицы А,
3) вычислить итерационные параметры rfe согласно (4) и упо

рядочить их так, чтобы обеспечить устойчивость метода.
В следующих пунктах рассматривается применение данного 

метода к разностным аппроксимациям уравнений эллиптического 
типа.

2. Применение к модельной задаче. Для модельной задачи
_ _  У1- 1 /  ' 2 ^ /  ~Ь /______ У'у- 1 tyjj ~1~ У1 h\  __ с

h2 h2 ~ Tih
i, /= 1 , 2, . . . ,  N— 1, hN = 1, (7)

Уи> = Уш = 0, i= l ,  2, . . . ,  N— 1, yoj = yNj= 0, / =  1, 2, . . . ,  TV—1,

в § 1 было показано, что если записать ее в матричном виде (1), то 
матрица А будет симметричной, причем ее наименьшее и наиболь
шее собственные значения определяются формулами

8

/г2
Та 8 2 —  COS h2

nh
2

Следовательно, систему (7) можно решать с помощью чебышев- 
ского итерационного метода (3), (4). Вычисление ук+1 = {Уи+1)}с,7̂ 1 
целесообразно организовать следующим образом. Сначала по из
вестным приближениям у (ц находится невязка
г\У =  А $ - и , =

да ,т+i ,i
h2

д а . „да

h2 (8)

i, j=  1, 2, . . . ,  Л7— 1,
а затем досчитываются значения yfj+1) по формуле

Уч+1) =  УU -  r \ f , i, / =  1, 2, . . . , N -  1. (9)
При этом полагаем

г/!о+1) =  г/&+1) =  0, 4 +1) =  I =  0, г, / =  1,2,. . . , N — 1. (10)
Скорость сходимости итерационного метода определяется па

раметром
V T = l / ^  =  tg£A

Тг 2
Поскольку шаг сетки h невелик, можно считать, что ]/£л:0,5л/!. 
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Оценим число итераций п, необходимое для уменьшения началь
ной погрешности в 1/е раз. Из неравенства (5) и выражения (6) 
для qn следует оценка

\У п—  г/||'<2рп||г/0 — у\.
Поэтому достаточно потребовать 2р” г£̂ е, т. е. 

При малых h имеем

п >  п0 (е) =  In —/in —
е/ Pi

ln-
Pi

2 Y l  ~nh,

следовательно,
«о («)

In (2/6) 
я h (П)

Основной вывод, который можно отсюда сделать, сводится к 
следующему: при решении с помощью чебышевского итерационно
го метода разностных задач, аппроксимирующих уравнения эллип
тического типа, число итераций я0(е), необходимых для получения 
заданной точности в, является величиной 0{h~l).

Напомним, что метод простой итерации и метод Зейделя требу
ют 0(h~2) итераций, что при h = 0,l на порядок больше. Порядок 
числа итераций в чебышевском методе тот же, что и в методе верх
ней релаксации с оптимальным выбором релаксационного пара
метра (О.

В данном случае интересно провести сравнение необходимого числа итераций 
в методе верхней релаксации и в чебышевском методе по числу е. Согласно (32) 
из § 1 в методе верхней релаксации необходимое число итераций определяется 
формулой

м(В-Р-) (в):
2 In е-1

л h

в то время как для чебышевского итерационного метода

п0 (е) ~
In (2е !) 

nh

Таким образом,

иоВ‘Р') (®) — п0 (е) ~
In (1/(2в)) 

я h

Следовательно, метод верхней релаксации требует большего числа итераций.
Естественно требовать, чтобы погрешность в итерационного метода имела тот 

же порядок А2, что и погрешность аппроксимации разностной схемы. Поэтому 
положим е = 0 ,5  а  Л2, где а > 0  — постоянная, не зависящая от h. Тогда получим

«Е,в-г,'1(е)-«о (е)
In 1/(аЛ2) 

nh

3. Применение чебышевского метода к разностным аппрокси
мациям уравнений эллиптического типа. В случае более общих 
аппроксимаций уравнений эллиптического типа схема применения 
чебышевского метода остается той же, что и раньше, однако точ-
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ные границы спектра и у2, как правило, не удается найти в ана
литической форме. Поэтому используют те или иные оценки для 
границ спектра.

В качестве примера рассмотрим аппроксимацию задачи Дирих
ле для уравнения эллиптического типа

(12)

в прямоугольнике
G= (ОСх^С/п, а = 1 , 2}.

На границе Г прямоугольника G задано условие
и(хи x2)= \i(xu х2), (х,, г 2)е Г . (13)

Предполагаем, что при всех (л'ь ^ ) g G выполнены неравен

ства
(-̂ i, *¥2) Сг.а, ^ — 1» 2, 

0 ^ d , ^ q ( x u x2) ^ d 2.
(14)

Введем в G прямоугольную сетку Q с шагами Л, и h2 по направ
лениям х„ х2 соответственно и обозначим

: ihlt х':р =  jh2, хц =  (xi°, x f) ,Я -
HiN \ /1, h2N 2 /2, yij—у (-^а)»
i =  0, 1, ...,Л /„  у = 0, 1, . . . , N 2,

у и -« t-u(агУ;)*,.и = т -  У‘7 — а1,ц“1 \ "1

(а 2У х) х  2,1/   , \a 2 ,i.■•/+1 У и ^ -У ц *2,11

hi
Уд ~Уц- 1 

h*

Обозначим через 7 сеточную границу, т. е. пересечение Q с грани
цей Г.

Заменим исходную дифференциальную задачу (12), (13) раз
ностной схемой второго порядка аппроксимации

Здесь

(а1 Ух)х,,д +  (агУх)хьч &дУц — / iii
/=  1, 2, . . . ,  yV2- l ,  

Уа=цф если Хц̂ у.

d.j Q ij,

(15)
(16)

=  0 ,5 (М 4 '\ 4") +  М*Г(Лч 4'')).
*2,1} 0,5 (к2 (х\(0 4") + к 2 (4°, х и  1)))•

392



Покажем, что разностную задачу (15), (16) можно записать в 
операторной форме (1), где А — самосопряженный оператор, и по
лучим для этого оператора оценки вида (2).

Прежде всего заметим, что, изменив соответствующим образом 
правую часть уравнения (15), можно считать, что уи = 0 при х , ^ г{. 
Таким образом, придем к эквивалентной (15), (16) системе урав
нений

f a  У-х)Хиц +  (a2y-)x,jj — dayц --= — (17)
i = l ,  2, W - 1 ,  } =  1, 2, . . . .  W2— 1,

i/,j = 0, если х{̂ у ,  (18)
где fij отличается от ftj только в приграничных точках сетки.

Рассмотрим пространство Н функций, заданных на сетке О и 
обращающихся в нуль на у. Определим в Н скалярное произведение 
и норму

Л\—1 Л'2- 1  _________

( у ,  V) =  2  h i  2  h 9 y v ° ‘i> II у  I! =  V (у . у )-
1=1 /= 1

Далее, зададим в Н оператор А формулами
(Ay)ij =  - {а\У~̂ )х,Л (<-12Ух)хгЛ! T  di jl) 11, (19)
< =  1, 2, . . . ,  N i — 1, /= 1 ,  2, . . . .  tf2— 1.

Тогда разностную схему (17), (18) можно записать в виде опера
торного уравнения (1) в пространстве Н.

Из разностной формулы Грина (см. (15) из § 3 гл. 1) следует, 
что для оператора (19) при любых у, tie /1  справедливо тождество

N , N 2- 1

(Ау, 0  =  2 / ; 1 2 lu-a^ i УхиИ vx,.a +
1— 1 / = 1

iVj-1 n 2 Л1’l—i  n 2-  1

+  2  /li 2  П*а^чУхг.ц +  2 hl 2 АА*/£/»£/- (20)
i = i  j = 1 i  /= 1

Отсюда, меняя местами у и у, легко установить, что {Ау, и) = 
=  {у, Av) при любых £/, и еЯ . Следовательно, разностной схеме 
(15), (16) соответствует самосопряженный оператор А.

Далее, полагая в тождестве (20) y = v, получим

(Ау, У) =  ^  2 М и / (!£„,■/)* +
[= 1  i = i

+  2 ^ 1 2  (y-xJ 2 +  2 м < /  fa /)2. (2 i)
£ = i / = i  i‘= i  / = i

Отсюда, учитывая неравенства (14), приходим к оценкам

Pi (Ау, У) +  г/ f  (Ау, у) ^  р2 (Ау, у) +  d21| у |2, (22)
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где
N t N2-1 N r-1 jV 2

(Лг/, у) =  ^  К  2  ( ^ 1>l7)a +  2 ^ 2  h* (^„y)a. (23)
t=l /=1

Pi — Tj i+C! 2 , p2 — Сгд-ЬСг г- (24)
О

Обозначение (Л*/, у) объясняется тем, что сумма, стоящая в 
правой части (23), представляет собой скалярное произведение

о
двух векторов у и Ау, где

( А у ) ч  У х 2х и 1'1 У х2х2М '  ^ 11 2,. . ., Л/ j 1, / 1 ,2 , . . . , N 2 1.

Поскольку
б|| г/||2<(Лг/, г/)^А||г/||2,

где
4 • 2 я/ц

2 к ■ + Ч
■ sin2 яй* , 

2/2
(25)

4 2—— COS2 я h, 

2/, +i n л/locos2 — -  2/2
(26)

(см. § 1 гл. 3), из (22) следуют операторные неравенства (2) с кон
стантами

4 i = M + di, 72  = р2А+d2. (27)

Отсюда по формулам (4) можно вычислить итерационные па
раметры xft и оценить согласно (5), (6) величину погрешности.

Отметим, что приведение разностной схемы (15), (16) к виду 
(17), (18) потребовалось нам только для того, чтобы определить 
оператор Л и получить оценки его спектра. После того как пара
метры хк найдены, итерации можно проводить непосредственно для 
схемы (15), (16). Сначала вычисляется невязка

=  -  (а1У̂ )Х1.. -  (а2г/|),2,г/.+
+  d y y \ f - f t h  * ' = 1 , 2 , . . . ,  N , - 1 ,  / =  1,2, . . . , N 2- l ,

а затем находится новое приближение
i = l , 2 , . . . ,  Л ^ - 1 ,  / =  1, 2, . . N2 — 1.

Граничные условия доопределяются согласно (16): г/|/+1) =уц,
если

§ 3. Попеременно-треугольный итерационный метод
1. Алгебраическая теория. Пусть дана система линейных алге

браических уравнений
А у Ч  (1)

с симметричной положительно определенной матрицей Л порядка
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т. Зададим матрицу R = (гц) следующим образом:

ai/> если t > / \
0,5 ац, если i =  /.
0, если i < / .

Тогда матрицу А можно представить в виде суммы A = R+R*, где 
через R* обозначена матрица, сопряженная с матрицей R (транс
понированная к R в случае действительных матриц и комплексно
сопряженная — в случае комплексных матриц). Ясно, что ^  — ниж
няя треугольная матрица и i?* —верхняя треугольная, причем диа
гонали матриц R и R' совпадают.

В дальнейшем удобно рассматривать систему уравнений (1) 
как операторное уравнение с самосопряженным положительным 
оператором А, действующим в конечномерном евклидовом (уни
тарном — в комплексном случае) пространстве.

Попеременно-треугольный итерационный метод, который будет 
рассматриваться в настоящем параграфе, относится к неявным 
итерационным методам вида

В Ук+1~ Ук +  Ayk =  f (2)т

с самосопряженным положительным оператором В. А именно, опе
ратор В в попеременно-треугольном итерационном методе опреде
ляется как произведение

В= {E+aR') (E+a>R), (3)

где Е — единичный оператор и ш >0 — числовой параметр.
В дальнейшем параметры со и т будут выбраны исходя из ус

ловий сходимости итерационного метода (2), (3). Если ш и т  изве
стны, то новая итерация yk+l находится из уравнения (2) в два 
этапа. На первом этапе находится промежуточное значение, кото
рое мы обозначим через у к+цг, как решение уравнения

(£+соЯ*)г/„-и/2 =  фА, (4а)
где (fk = Byk—тAy„+xf. На втором этапе, используя найденное зна
чение г/,,+1/2, решается относительно гд+1 уравнение

(E+a>R)yh+l = yk+l/2. (46)
Решение уравнений (4а), (46) не представляет труда, посколь

ку матрицы E+aR* и E+coR являются треугольными.
Исследование сходимости попеременно-треугольного метода 

(2), (3) основано на теореме 1 из § 4 гл. 2 ч. II о сходимости неяв
ных итерационны х м етодов  с сам осопр яж енны м и оп ераторам и
А, В. В основе этой теоремы лежит предположение о том, что опе
раторы А и В связаны неравенствами

4 , B s: : A s^ 4 2B, (5)
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где -у, и -у2 — положительные постоянные. Поэтому нам прежде
всего надо доказать неравенства (5) для оператора (3).

Л е м м а  1. Пусть существуют положительные постоянные б, Д 
такие, что выполнены операторные неравенства

А ^ Ь Е ,  (6)
4 R 'R ^A A .  (7)

Тогда для операторов A = R‘+R и В= (E+oiR*) (E+<eR) справедли
вы неравенства (5), где

/ 1 . . (о2А\-1 1
v‘ = U + “ + — ) ■ * = - * •  (8>

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим операторы
В =  В  (со) =  (Е +  cotf *) (Е +  a R )  =  Е  +  ыА +  <a2R*R,

В (—а) =  (Е — <$R*) (Е — шР) =  £ — <оЛ -f- сa2R’R .
Отсюда получим

В ( а )—В (—а) =2аЛ,
следовательно,

В = В (а) ^ 2 а Л ,
поскольку В{—а ) ^ 0 .  Таким образом, A^Zy2B, где 72= (2а)-1. 

Далее, учитывая предположения (6), (7), получим

В =  Е +  аЛ +  a 2R'R  <  -L А +  аЛ +  —  А,
6 4

т. е. A ^ " f tB, где константа 7, определена согласно (8). Лемма 1 
доказана.

З а м е ч а н и е  1. В качестве константы 8 в условии (6) можно взять мини
мальное собственное значение Х т т (Л )  оператора А или любую положительную 
постоянную, не превосходящую Xmin(-d).

З а м е ч а н и е  2. Докажем, что если выполнено условие (7) с некоторой 
константой Д > 0 , то при Л = ^ * + ./? > 0  выполняется неравенство Д ^ л т ах (А ), 
где 7тах(А ) — максимальное собственное значение оператора А. Преобразуем (7) 
с помощью следующей цепочки эквивалентных преобразований (см. и. 4 § 1 гл. 3):

+ R), £ s£  —  (R-1 + R*'1), RR* zc —  {R +  R*).
4 4 4

Таким образом, из (7) следует неравенство

RR* + R * R ^ y R̂ +  К*)- (9)

С другой стороны, воспользовавшись тождеством

2 (R*R + RR*) = (R* + R)2+ (R*—R) (R*—R)*,
получим

R*R+RR*>0,5(R* + R)2.

Отсюда и из (9) приходим к неравенству

(R*+R)2̂ A(.R*+R),
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которое эквивалентно неравенству
A = R*+R^AE,

означающему, что А.Ша х И ) ^ Л . Учитывая замечание 1, видим, что если выпол
нены неравенства (6), (7) и A,min A,mai (4 ) , то Д > б .

Обратимся теперь к исследованию сходимости попеременно
треугольного итерационного метода.

Т е о р е м а  1. Предположим, что A = R"+R и существуют поло
жительные постоянные б, А, при которых выполнены неравенства 
A ^ S E ,  4R’R^.AA. Пусть

_2__ __ 2

КбАГ ’ Т Yi +  Ys
(Ю>

где

7i
___ б___
2(1 +  Г1) ’

_б
Д

(11>

Тогда итерационный метод (2), (3) сходится, причем для погреш
ности справедлива оценка

\\Уь—ylLsSplT/o—у\\л, (12)
где

Р = 1 - V I  
1 +  з Г Г

(13>

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В лемме 1 установлено, что при любом 
а > 0  операторы А и В рассматриваемого итерационного метода 
связаны неравенствами (5), где Y1 =  Yi(w) и = определены 
согласно (8). Поэтому выполнены все предположения теоремы 1 
из § 4 гл. 2 ч. II о сходимости стационарных итерационных мето
дов с самосопряженными операторами А и В. Согласно этой тео
реме, для выполнения оценки (12) с константой

— Л
1 +  4 ’

q L Yi (<а) 
Y2 И

достаточно положить т = 2/ ( 41+ 42)- Выберем теперь параметр &> 
так, чтобы минимизировать р. Для этого достаточно найти значе
ние «в = со0, при котором функция

/ И  =  тГ1 = Y2(m) 
Yi И

достигает максимума. Из формул (8) имеем

/ н  =
\_

2 2

откуда видно, что /(ш) достигает максимума при о) = со0 = 2/УбА. 
Подставляя м = ю0 в выражения (8) для у, и у2, получим их зна
чения, совпадающие с (11). При этом для константы

1 — Л Yi (мо) =  2 У Х _
1 +  Л Y2 (ю„) 1 +  Г |

получаем выражение (13). Теорема 1 доказана.
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2. Применение к модельной задаче. Рассмотрим модельную за
дачу

— У7*1.ц— Уй'ь1{=1ч> / =  h N =  1, (14)
yio = yiN = 0, уы=у„1 = 0, / , / =1 , 2 , . . . ,  jV— 1.

Введем пространство Н функций, заданных на сетке

2  =  {хц =  (Д1), х{п), х^] =  Иг, х {-1] =  ih ) ls=0

и обращающихся в нуль на ее границе. Определим в Н скалярное 
произведение

N - 1

(у, v) =  2  yyv‘ih2
U—i

и норму \\у\\=^{у, у). Задача (14) записывается как операторное 
уравнение (1) в пространстве Н, где оператор А определен следу
ющим образом:

(Ау)и =  -Ут1Х1,а-Ут*'Л> (15)

Этот оператор является самосопряженным и положительным. 
Для того чтобы применить к системе (14) попеременно-треуголь
ный итерационный метод, необходимо представить матрицу опе
ратора (15) в виде A  = R + R \  где R  — нижняя треугольная матри
ца, и найти константы б и А, входящие в неравенства (6), (7).

Запишем (15) в виде

(Ay)t
У— 4* у— *хи(1 1 ух2,Ц Ух Ь Ц  +  Ух,,ц

или, более подробно, в виде

(Ау)ч — 7h
Уд У[-и' . Уд yj.j-i \ 

h h )
J _  Уд , Уд
h \ h h

. (16)

Тем самым оператор А представлен как сумма двух операто
ров, A = R+U, где

(Щ д  =  j  (Ух,д +  Ух„д),

(Uy)g — г (УхиЦ +  Ух,л)- 
h

(17)

Нетрудно понять, что матрица оператора R  является нижней 
треугольной, а матрица оператора U — верхней треугольной. Что
бы убедиться в этом, достаточно записать систему двумерных раз
ностных уравнений (14) в виде одномерной системы (5) из § 1.
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Более того, оператор U является сопряженным оператору R 
в пространстве Н. Для доказательства вычислим скалярное про
изведение (Ry, v), где у и v — любые сеточные функции, заданные 
на сетке Q и обращающиеся в нуль на ее границе. По определению 
оператора R имеем

N - 1

(Ry, v) =  ^  \(Уа —Di-i.i) +  (Ун — Ус,i-0]vii =
1\/=1

Л/—1 N —2 Л—1 jV—1 Л/—2

=  2 2  уищ — 2 2 — 2  2 я р и » -
i,i= i t=o/=i i = i/=о

С другой стороны,
W-1 А'-1 W-1

(y ,Vv)=  2 2  2  yiW-*.!— 'ZytPU+u
; , /= ! i , /= l  i , /= l

и, следовательно,
ЛЛ-i JV-i

( % ,  Ф  —  (< / ,  П и )  =  2  (yN-ljVNI — yoiVxj) +  2  (yi.N-lViN —  M i l ) .  

/=1 1=1

Выражение, стоящее в правой части последнего равенства, рав
но нулю в силу граничных условий. Таким образом, (Ry, v) = 
= (у, Uv) для любых у, vе Я , т. е. U = R \  Искомое разложение 
A = R+R* получено.

Докажем теперь неравенства (6), (7). Как уже отмечалось, в 
качестве константы S можно взять минимальное собственное зна
чение оператора А, т. е.

с 8 • о я/iО — ---Sill2 -----  ./I2 2

Проверим выполнение неравенства (7), которое означает, что
4\\Ry\\^A(Ay, у) (18)

для любого у е Я . Как показано в п. 2 § 2 гл. 3, справедливо тож
дество

и » . » ) = s  2  f e . !,)■'>* +  2 2
1=1 /=1 1=1 /=1

С другой стороны, из определения (17) оператора R следует, что
N-i
2  ( ^ . ч + ^ . ч)3^

‘Ч  =1

и поэтому

1№1Г 2 O b J ’ k' +  2
Ч /=1 1,/=1
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Таким образом, требуемое неравенство (18) выполнено с кон
стантой Д =  8 /А2.

Заметим, что константа Д в данном случае незначительно от
личается от максимального собственного значения оператора А, 

8 ,  nhкоторое равно —  cos2 —  .

Чтобы окончательно задать попеременно-треугольный метод 
для решения системы (14), надо в соответствии с теоремой 1 опре
делить параметры со и т.

Подставляя найденные выражения для б, Д в формулы (10),
(11), получим

vl=V-T=sm-nh

(0 = h2
nh

4 sin — - 
2

]/6Д =  —  sin —  
h2

h
2n X =

2 ’

Vi
nh

2 sin ——
2 ~  nhN

У‘1 nh ~ Я’ 
l +  sin —

(19)
Л2 1 +  sin -

nh

nh 1 nh
s in ------ 1 +  3sin —

2 2

2A 
n

Константа p из оценки (12) в данном случае равна
nh

1 — s in ----

р = ---------
1+ 3  sin —

2

Поэтому при малых h число итераций па(е), необходимых для 
получения заданной точности е, оценивается как

(20)

Алгоритм нахождения значений yfj на новой итерации k+\ 
в соответствии с (4а), (46) состоит в следующем. На первом этапе 
решается система уравнений

Уц — h
»£+1,/ »£/ г +',/+1 »£/ __.М

А +  A
£ , / = 1 , 2 ,  . . .  , N — 1, (21)

Ущ'А) =  0, / = 1 , 2 ,  . . .  , N - 1 ,
У$'А) =  0, £ = 1 , 2 ,  . . .  , i V - 1 ,

где ($$= (ВуМ)ц—т(Л£/('‘,)ч +  'г/.;, из которой находятся промежуточ-
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(Ь+У \ные значения у /2 На втором этапе решается система уравнений

h
,.№+1) ,/ft+i)УЧ УС-i.i , ,j(k+1) 1) 'у if yi,hl II +

h h
i, / = 1 ,  2.

^ / +1) =  о, /  =  1, 2, . . .  , N— 1
^ +1, =  0,i i = l «  2, .

(22)

Параметры со и т выбираются здесь согласно (19). Уравнения
(21) следует начинать решать с точки i = N—1, j = N—1. В этой 
точке, учитывая граничные условия

./&+%) _ /Л
£/л\ л/~1 —  U,

f/k+yt) _ л

уравнение (21) можно записать в виде

У - Т
СО

h
„(k+'/г)

+
'-'/г)

=  4 > N - l ,N - l ,

откуда сразу же найдем Далее, проводим вычисления
в точке i = N—2, \ — N—1 и находим у^-^ы-и затем продвигаемся 
влево еще на одну точку и т. д. После нахождения «/̂ дг-i перехо
дим в точку i = N—1, j = N—2 и т. д. Таким образом вычисления 
по формулам (21) осуществляются явным образом, причем счет 
ведется, начиная с правого верхнего угла области G (от точки 
i = N—1, j = N—1) и вплоть до левого нижнего угла (до точки i =  1, 
/=!)■

Система уравнении (22) решается аналогично, однако вычис
ления здесь начинаются в точке i= l ,  j=  1 и заканчиваются в точ
ке i =  N— 1, / =  N— 1.

3. Попеременно-треугольный метод с чебышевскими итерацион
ными параметрами. Как мы только что видели, попеременно-тре
угольный итерационный метод с постоянным параметром т при ре
шении разностных краевых задач требует 0(h~') итераций для 
достижения заданной точности. Покажем теперь, что использова
ние итерационного метода

В Ук* ~ Ук. + A yk =  f, Л =  0, 1......... я — 1, (23)
"С  и.

A = R'+R, B = (E + aR ')(E + соЯ) (24)
при соответствующем выборе параметров т4, со позволяет сокра
тить число итераций до 0(/г~ъ).

Воспользуемся теоремой 3 из § 6 гл. 2 ч. II о сходимости неяв
ного чебышевского итерационного метода. Согласно этой теореме, 
при заданном числе итераций п параметры хК выбираются по пра
вилу

Тб =  т" - , £ = 1 , 2 ......... п, (25)
1 “Г Pot к
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где т0:

* = 1 , 2 ,

Ро —
1—ц

Л =  —  , tk =  COS
'hVi +  Ъ  ' “ 1 + 4

• , я, -ft, у2— константы из неравенства (5).

(2k -  1) я
2я

При этом для малых т] число итераций п0(е), необходимых для 
получения заданной точности е, примерно равно

п0 (е) яг In(2/е) 
2

Остается заметить, что для операторов (24) константы у, и у2 
определены согласно (11) и в случае задачи (14) согласно (19) 
имеем и поэтому

«о(£)
In (2/е)

2 Y  л
При практическом применении данного метода следует исполь

зовать итерационные параметры т* в том порядке, который обес
печивает вычислительную устойчивость.

4. Модифицированный попеременно-треугольный итерационный 
метод. Зададим диагональную матрицу D с положительными эле
ментами на диагонали и будем рассматривать итерационный метод 
(2), где

(Z)+co/?-)D-‘(D+co/?). (26)

Если D = E, то получаем рассмотренный ранее попеременно
треугольный итерационный метод. Если О ф Е , то приходим к обоб
щению метода (2), (3), которое при правильном выборе матрицы 
D позволяет несколько уменьшить число итераций. Дополнитель
ных трудностей при вычислении новой итерации yh+i здесь не воз
никает. Вместо алгоритма (4а), (46) можно использовать следую
щий алгоритм определения yk+l:

(D +  со/?*) yk+Vt =  срА, ср* =  Вук — тАук -f т/,
(D +  со/?) ук+1 =  Dyk+Vt.

Таким образом, нахождение yh+l снова сводится к решению двух 
систем уравнений с треугольными матрицами.

В следующей теореме получена оценка скорости сходимости 
итерационного метода (2), (26).

Т е о р е м а  2. Пусть A = R*+R. Предположим, что существует 
самосопряженный положительный оператор D и положительные 
постоянные 8в, AD> для которых выполнены неравенства

A ^ S dD, (27)

Положим
4R'D~1R<^AdA.

2 _  2 

L йд Дд Vi ~г У2

(28)

(29)
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где

Y i : to = У 2 — (30)
2 ( 1 +  KlD ) *

Тогда для погрешности, итерационного метода (2), (26) справед
лива оценка

(31)
где

\\Ук-У\\А <:Р&||0в—0IL,,

1 - г /DT
Pd =

1 +  3 y g £
(32)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Погрешность метода (2), (26) zk=yk—у 
удовлетворяет однородному уравнению

(D +  со/?*) О '1 (D +  со/?) ^+i' +  Лг* =  0, (33)

* = 0 , 1 , . . . ,  20 = С/0—С/.
Поскольку D* = D>-0, существуют самосопряженные положи

тельные операторы D'h, D~‘h. Сделаем в уравнении (33) замену 
zk = D~'!,vk и обозначим

RD = D-'hR D - \  AB = D-'hAD-4‘.
Тогда после умножения на оператор D-'1' уравнение (33) при

водится к виду
(Е +  соRd) (Е +  соRd) °*+1 ~  +  ADvk =  0. (34)

т

Так как Ad = Rd+Rd, уравнение (34) представляет собой урав
нение для погрешности немодифицированного попеременно-тре
угольного итерационного метода (2), (3). При этом vk = xh—х, где 
x = D !,y является решением уравнения ADx — D-'hf, a xk = D4‘yk— 
приближение к х, полученное на *-й итерации.

Для оценки vk применим теорему 1. Условия (27), (28) эквива
лентны, соответственно, условиям

A d ^  6о Е ,  4 R d R d A dA d .

Выбирая со и х согласно (29), (30), получаем, что выполнены усло
вия (10) и (11) теоремы 1. Поэтому для решения уравнения (34) 
справедлива оценка (12), «спорая в данном случае принимает вид

где pD определено согласно (32).
Замечая, что

II Vk (a d  =  (AoVk.. Щ) =  (D~v,AD~y‘ ( D ‘%  -  D'Ay),
(Dv‘ih — D'Ay)) =  (A {yk — У),Ук — у)=\Ук — У la, 

приходим к оценке (31). Теорема 2 доказана.
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Смысл введения модифицированного попеременно-треугольно
го метода состоит в том, что при соответствующих D константа pD, 
входящая в оценку (31), оказывается меньше, чем константа р 
из оценки (12). В [35, с. 425] указан способ выбора диагональной 
матрицы D, минимизирующей константу pD в случае разностных 
аппроксимаций уравнений эллиптического типа с переменными 
коэффициентами.

§ 4. Итерационный метод переменных направлений

1. Формулировка метода и исследование сходимости. Рассмот
рим систему линейных алгебраических уравнений

Ау = \ (1)
с невырожденной квадратной матрицей А порядка т и предполо
жим, что А = А,+А2 представлена в виде суммы двух матриц Л, 
и Аг более простой структуры. Например, в случае разностных ап
проксимаций двумерных эллиптических задач матрица Аа аппрок
симирует производные только по переменной ха, сс=1, 2.

Тогда можно предложить следующий итерационный метод ре
шения системы (1), аналогичный методу переменных направлений 
для двумерного уравнения теплопроводности (см. § 4 гл. 4).

Переход от k-н итерации к (£+1)-й осуществляется в два эта
па. На первом этапе находится промежуточное значение yk+.h как 
решение системы уравнений

—— ---- — +  А1 Ук+уг +  АгУк— (2)
Т

На втором этапе решается система уравнений

Уь л - у̂ а +  A t f w  +  A,yk+1 =  /, (3)
т

из которой находится ук+1. Здесь т > 0  — итерационный параметр, 
предполагается, что задано произвольное начальное приближе
ние уа.

Записывая уравнения (2), (3) в виде
(Е +  хАг) yk+Vt =  (Е — тЛ2) yk +  т/, (4)
(Е +  хА2) yk+1 =  (Е — тАх) ук+у, +  х/, (5)

убеждаемся в том, что для нахождения yh+l необходимо решить 
две системы уравнений: первую с матрицей Е+хА, и вторую — с 
матрицей ЕЛ-хАг. Таким образом, метод (2), (3) целесообразно 
применять лишь тогда, когда матрицы Е+хАа, <х=1, 2, гораздо 
легче обратить, чем исходную матрицу А. Например, в случае раз
ностных аппроксимаций уравнений эллиптического типа системы 
(4), (5) можно решить последовательным применением одномер
ных прогонок сначала по направлению х, (для системы (4)) и за
тем — по направлению х2 (для системы (5)).
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Обратимся к исследованию сходимости итерационного метода 
(2), (3). Будем рассматривать систему (1) как операторное урав
нение в конечномерном линейном пространстве Н со скалярным 
произведением (у, v) и нормой \\у\\ = ~У(у, у). Определим погрешно
сти zh+th, zh+l метода как разности

ZjH-'/a— Ук+'h У I Zh+i—Ук+l У

между решениями ук+ч„ yh+l систем (2), (3) и решением у исход
ной системы (1). Введенные погрешности удовлетворяют уравне
ниям

(Е +  тЛх) гк+% = (Е  — тЛ2) 2k, (6)
(Е +  тЛ2) гкл =  (Е — тЛх) Zk+y, , (7)

из которых можно легко исключить промежуточное значение 2*+./, 
и получить уравнение, связывающее только zh и гл+1:

{E+xAt) (E+xA2)zk+1 = (Е - х А ,) ( E - x A 2)zk. (8)

Т е о р е м а  1. Пусть А = At+A2, где Ла = >  0, а = 1, 2, А ,̂А2 =
= Л2Л,. Тогда итерационный метод (2), (3) сходится при любом 
т> 0 . Если

0 < 6 £ < Л ,< А Л ,
ТО при

а = 1, 2, (9)

х= 1/УбД

для погрешности справедлива оценка

(Ю)

l y t - y K f f i J y o -
где

- у  II. (И)

Р о = ( ^ У ,  1
_  б (12)

1 1 +  V5 / Д
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем уравнение для погрешности в 

виде
zk+i = Szk, 

где
S =  (£+тЛ2)-1(£'+тЛ1)_1(£-—тЛх) (Е—тЛ2). (13)

Оператор S является самосопряженным, так как по условию 
теоремы Л, и Аг — самосопряженные перестановочные операторы. 
Получим оценку для собственных чисел X&(S), k = \ ,  2, . . . ,  m, опе
ратора (13). Любое собственное число можно представить в виде

M s ) = (14)
(I + т ) . , 1 и , ) ) ( ! + « , ,  (AJ)

где h a (Ла) — собственные числа операторов Аа, а=1,  2, ка = 
= 1, 2, . . . ,  т. Из (14) видно, что при т > 0  все собственные числа
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Я.А(S) не превосходят по модулю единицу. Следовательно,
|| 5 1]= max | (5) |<  1

1

и метод (2), (3) сходится. 
Далее, согласно (14) имеем

IM S) | <
1 — т/.  ̂ (4j) l-t '-ft, M
1 -f- T),ki (4i) 1 +  (-4,)

Из условия (9) получим
a =  1. 2,

следовательно,
1~ ^ а (Ла)

йС шах
"  «а

( I 1 — Т|5
11 1 +  тб

I — тД П 
1 + т Д  I) '

Если выбрать т согласно (10), то получим
_  1 — тб __  1 — тА _  г 1 — У \  

1 +  тб 1 +  тД 1 +  V \

и поэтому

1 +  x)-k„ (-/)
1 - /1
1 +  V I

а =  1, 2.

Отсюда и из (15), (16), получаем

115 N 1 -  / 5
Ро>

V 1 +  / с  /
так что ||z4+1|| s=:p0||z j  ^  Po||z0||. Теорема 1 доказана.

2. Пример. Рассмотрим применение метода к модельнс 
че (14) из § 3. В данном случае

(Aay h = - y - aXaJl,  « = 1 . 2 ,

£ , / =1 , 2 , . . . ,  N—1, АЛ/=1,
и метод переменных направлений (4), (5) принимает вид

— ХУх,х,.Ц — ГЧ,
.(ft+1) -,.(*+1) _  (Т)Ф— тУт.г.л — ч'</ »

где
УЬ *' -  т^ , . ч

^  =  ! 0  +  ч & , , , + * /,,.

фц =  i# 4-14’ +  Ti^Xiii/ +  тДу.
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Уравнение (18) решается при каждом фиксированном / = 
=  1, 2, N— 1 с помощью метода прогонки по направлению xt. 
Для этого достаточно записать (18) в виде

,(Ьу%) _  £ <*+>/,)

* = 1 , 2 ......... N -  1, =  0, =  О,
A y № }- C y V ' A) +  B y f f l '  =  - F W ,

'О/ ~> »ЛЦ
где A = B = x/h2, С=1+2т//г2, и применить формулы прогонки (43), 
(44) из п. 7 § 4 ч. I. Точно так же уравнение (19) записывается в 
виде

АуТ.П -  СУч +  =  -  Ф\7,
/ =  1 ,2......... N -  1, yf«> =  0, =  О

и при каждом фиксированном t = l ,  2, N—1 решается прогон
кой по направлению хг.

Применим теорему 1 к исследованию сходимости метода (18), 
(19). Операторы At и Л2, определенные согласно (17), перестано
вочны, так как разностное выражение

(A.jAiyjij =  yjlXljiX2tij

определено во всех внутренних точках сетки Q, причем 
(AiA2y)ii — yj2XlTtXl.ij — (Л Л у)у-

Таким образом, перестановочность является следствием того, 
что А , и А2 — операторы с постоянными коэффициентами и область 
G — прямоугольная. Нарушение хотя бы одного из этих условий 
приводит, как правило, к нарушению перестановочности. Предпо
ложение о перестановочности является, видимо, основным ограни
чением теоремы 1, не позволяющим применить ее к более общим 
разностным аппроксимациям уравнений эллиптического типа.

В [32, с. 450] доказана сходимость метода переменных направлений без тре
бования перестановочности. При условиях (9), (10) доказана оценка

|| (Е тЛ2) ( y k — у) I] «с р* Ц (Е 4- т А 2) (у0 - 

где константа р0 определена согласно (12).

■ У) 11.

Как мы видели ранее (см. § 1,2 гл. 3), операторы Ла, сс= 1, 2, 
являются самосопряженными в смысле скалярного произведения

.V -1

{У, v) =  2  УчиЧня>

причем для них выполнены операторные неравенства (9), где
С тг • ОО = --- SHI"

Л2

л h .— , А = -

Таким образом,при
h2

2 sin (п.1?)

К2

h
2 я

-coszI л h
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для погрешности будет справедлива оценка (11), (12), где
n2/t2

4

Число итераций па(е), необходимых для достижения заданной 
точности е, в данном случае равно

Щ  (8) ^
1п(1/е) ^  1п(1/е) 
4 2 nh

Это примерно столько же итераций, сколько и в попеременно
треугольном итерационном методе. Однако число арифметических 
действий на каждой итерации здесь больше.

3. Случай прямоугольной области. В теореме 1 предполагалось, 
что спектр операторов At и Аг расположен на одном и том же от
резке [б, Д]. Рассмотрим теперь случай, когда вместо (9) выпол
няются условия

0 < ё а Е ^ А а^А *Е ,  « = 1 . 2 ,  (20)
где б« и Да — заданные положительные числа (под ба и Да можно 
понимать наименьшее и, соответственно, наибольшее собственное 
значение оператора Аа). Типичным примером является разностная 
аппроксимация уравнения Пуассона на прямоугольной сетке. В слу
чае (20) используется двухпараметрический итерационный метод 
переменных направлений

— 1--- Ь A^k+% +  АпЦк — f, (21)
э

- - м ~  Ук—  +  А1Ук, % ,+ A2yk+i =  /. (22)

где, вообще говоря, Ti# t2. Как и в теореме 1, можно доказать, что 
данный метод сходится при любых ^ > 0 ,  т2> 0 .

Оптимальные параметры щ и т2 задаются следующим образом. 
Пусть известны константы бь б2, Дь Д2 в неравенствах (20). Вы
числим величины

/ (Лх-бр (Аз — б-2) \ 1/2 / Ai-б Д  At
\ (Д] +  бг) (Д2 +  6l) / " 1^2+ 6l/ 1̂

и найдем
х  — t Д2 — Д з + ( Д 1 + Д г ) Р  „ г I • — Р

Р =  ^ Т 7 *  л = --------- iM i---------’ * “ '  +  - £Г

(23)

(24)

Нетрудно проверить, что 0 < ^ < 1 . Далее, определим

и, наконец, положим
„ _<7ш +  г  ̂ q<s> — г
Т-1 ---  --------- . ---  ----------- •

1 - f  роз 1 —  рш

(25)

(20)

Имеет место следующий аналог теоремы 1.
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Т е о р е м а  2. Пусть Л = Л1+Л2, где Л, и Л2— перестановочные 
самосопряженные операторы, удовлетворяющие условиям. (20). 
Тогда для погрешности итерационного метода (21) — (26) справед
лива оценка (11), где

Ро =
1 - / 1  

1 + / 1

1 — t
1 + *

(27)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем уравнение для погрешности 
метода (21), (22) в виде

2(i+j — Szh, (28)
где

S =  (£ + т2Л2) ( £ + т ,Л ,)- 1 (Е—т2Л,) (Е—т,Л2) .
Оценим собственные числа

а* (5) =
2 — тД fe] ((40 \  ( 1 — тДйа ((42)
v 1 +  ti^a, (-4г) / \ 1 +  т2̂ £, ((42) 

оператора S. Для этого сделаем в (29) замену

Ч ( Л )  =
К - р (Л2) — ■h t + Р

Я -  Л 'ь ' “ я +  'Ч
с не определенными пока параметрами р, q, г. Тогда получим

М $) =
1 —
1 +

1 — СОЦ.̂ 1

где
со. (О,

1 -f- to2Xfei 

т2 +  г

(29)

(30)

(31)

q  —  т 2р  q  +  Т2р

Если выбрать г, и т2 согласно (26), то получим, что (Oi = (o2 = co

h(S) =
1 — «Аfcl 1 — (йКи

(32)
1 -+■ (oAAi / \ 1 +  !

Подберем теперь параметры р, q, г таким образом, чтобы в ре
зультате замены (30) оба отрезка

6а -0 hka (Ла) ^  Да, (X =  1,2,
переходили бы в один и тот же отрезок

6<Я*а < Д ,  а = 1 , 2 .
Для этого достаточно потребовать совпадения граничных точек 

резков
6 — Р 

q — г8
(33)

А —Р 
q  —  гД
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я S +  P g--Ult 1 К  °2>P +  /-S

— А д +  р _ да 1» 9 +  гД ^



Таким образом, приходим к системе четырех уравнений отно
сительно пяти неизвестных р, q, г, б, А. Положим для определен
ности А = 1. Тогда после несложных, но громоздких выкладок, ко
торые мы опускаем, получим, что решение системы (33) определя
ется формулами (23), (24) и

б =  - ^ -  .
1 +  <

Обращаясь к выражению (32) для собственного числа опера
тора S, видим, что мы пришли к той же задаче, которая возникла 
при доказательстве теоремы 1, а именно: найти значение м, кото
рое минимизирует ||S|| = max| \k (S) | при условии, что 0 < б г ^

к
Согласно теореме 1 для этого достаточно

О) :
Кб ‘

и тогда получим ||iS ||<p0, где р0 = \ -У %
1 +  VH

взять 
*

|  =  б =  -|— .Этим и завершается доказательство теоремы 2.

Пр и м е р .  Рассмотрим разностную аппроксимацию уравнения 
Пуассона в прямоугольнике G с границей Г на прямоугольной сет
ке с шагами h{ и h2:

Ус+ i.i ^Уа  “Ь  , Ус,i+i ^Ус/ +

------------ *  +  ^
1=1, 2, . . . .  N - 1 ,  / =  1,2, . . .
hiN, = h2M 2= 1г, у{хц)= О,

./-I — flit

, n 2-  1,

(34)

В данном случае А — А, + А2, где
М и = - У ~ ХаХаЛ}, ^ =  1-2.

Операторы Л, и Л2 перестановочны. Они являются самосопряжен
ными и положительно определенными операторами в смысле ска
лярного произведения

Л Т - 1  IV,—1

{у, о  =  2  hi 2  ,1& р ч -
i=i i=i

Как показано в § 1,2 гл. 3, операторы Аа удовлетворяют нера
венствам (20), где

ба =  —— sin
hl

„ я  f t.,2 ОЬ
2L

4 яЛ„Да =  —— cos2 —— ,
hi 2/а

а  =  1, 2.

Таким образом, для решения разностной задачи (34) можно 
применить итерационный метод (21), (22), в котором итерацион
ные параметры т, и т2 выбираются согласно формулам (26). Разу
меется, для решения задачи (34) можно использовать итерацион
ный метод (2), (3) с более простым способом выбора итерацион
ного параметра (10), где 6 =  min(81, б,), А =  тах(А 1, Д2). Однако
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при этом для достижения той же точности е потребуется выпол
нить большее число итераций.

Действительно, согласно теоремам 1 и 2 число итераций при 
малых £ пропорционально где

£ =  £i =  б/Д для метода (2), (3), 
i =  i2 =  (l — 0/(1+ 0  Для метода (21) — (23).

Из формулы (23) находим

Пусть, для определенности, 6±< б2, Ai<A 2- Тогда получим

|,  =  6,м „  b - j v ( l + i ) ( l + A ) > b .

Отношение числа итераций По1'(е) в методе (2), (3) к числу итера
ций л[,2) (е) в методе (21) — (23) окажется равным

V ¥ ‘
П? (е) 
л?* («0 /(■+£ 1 + ? ] > ' ■

Если, например, /2= 0 ,5 /,, h2=0,5hi, то получим 62= 4б |, Дг=
=  4Д„ и, следовательно, л!,1’ (s)/n(02) (е) л; 2,5.

З а м е ч а н и е .  Существенного ускорения сходимости можно добиться пу
тем использования итерационного метода

У in-у, — У к
T (*+i)ч

+  А  Ук+'А +  А  Ук =  /■

Ук+1~~ Ук+'/,
т№+О +  АУкту, +  АУк+i — F

с переменными параметрами т^+1’, т^+1', й = 0 ,  1 , . . ,  п— 1. Способ выбора ите

рационных параметров и оценки погрешности подробно изложены в [30, с. 463]. 
Отметим лишь, что в случае модельной задачи число итераций, необходимых для

достижения заданной точности е, является величиной О 11п — .

§ 5. Метод матричной прогонки
1. В в е д е н и е . Матричная прогонка относится к прямым методам 

решения разностных уравнений. Она применяется к уравнениям, 
которые можно записать в виде системы векторных уравнений

^оУо В аУ1 — F 0,
Aiiji-x —  Ctyt + B i y Ul =  — F it /=1.2,..., N —  1, (1) 

Av*/,v-i — СыУм —  — F n ,
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где У;— искомые векторы размерности М , Д —заданные векторы, 
А и Bi, Ci— заданные квадратные матрицы порядка М.

Матричная прогонка представляет собой обобщение обычной 
прогонки на случай системы векторных уравнений (1). По сравне
нию с другими прямыми методами решения разностных задач ма
тричная прогонка более универсальна, так как позволяет решать 
уравнения с переменными коэффициентами и не накладывает силь
ных ограничений на вид граничных условий. Однако применение 
матричной прогонки к решению двумерных разностных задач стал
кивается с двумя трудностями: неэкономичностью по числу дей
ствий (т. е. большое время счета) и, главным образом, необходи
мостью в больших ресурсах машинной памяти. Если же матрицы 
Ai, Ви Cf имеют относительно невысокий порядок (как это бывает 
при аппроксимации систем одномерных дифференциальных урав
нений), то матричная прогонка ничем не хуже обычной прогонки.

Прежде чем излагать алгоритм, покажем на простом прим:ере, 
каким образом двумерную разностную задачу можно привести к 
виду (1).

2. Запись разностного уравнения Пуассона в виде системы век
торных уравнений. Пусть в прямоугольнике

G =  (0< х а< 4 , а =  1, 2}
с границей Г требуется найти решение уравнения Пуассона

д2и
дх\

д'2и
дх\ (2)

удовлетворяющее условию Дирихле
и(хи х2) =  ц(хи х2), если (х„ хг)е Г . (3)

Введем прямоугольную сетку
Gh =  {хц =  {x'i \  4 я)},

где x[l> =  ihlt x{f  =  jh2, i = 0, 1, . . . .  Nlt j — 0, 1, . . . ,  Nt, htЛГ, =  /„
h2N2 — l2 и заменим задачу (2), (3) разностной схемой 

^ £ - 1 , /  ^ У ц  +  P i '- ц , /  | V i, f - 1 ^ £ /  " Е  ^ £ , / + 1+ К — — fit i
‘1 “2

i = l , 2 . . . . . . N i - 1, / = 1 , 2 . . . . . . . . N2- 1,
i/о/ Ро/, UXxi P̂V,/» i 1 , 2 ,  . . .  , 1,

У in == pro, yiNi == Р£Л/г, i ;= 1 , 2 , . . . ,  N, 1.

(4)

(5)

Р а зн о ст н ая  схем а  (4 ) ,  (5 ) п редставл яет собой  систем у линей
ных алгебраических уравнений, в которой неизвестными являются 
значения yih i = l ,  2, . . . .  —1, /= 1 , 2, . . . ,  Nt-~-1. Число неиз
вестных равно числу уравнений, т. е. (Л\—1) (N2—1). Запишем 
систему (4), (5) в векторном виде (1).
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При решении системы (4), (5) матричную прогонку можно про
водить как по индексу 1, так и по индексу /. Покажем, например, 
как подготовить систему (4), (5) к виду (1), удобному для приме
нения прогонки по индексу i. Перепишем систему (4) в виде

Ус-и ( 2Ус/ (/и - 1 - 2У ц + У [.,-+1 У и  и ! f
А? {  а; А* )  +  А* Л/’

i = l ,  2, . . . , N - 1 ,  / =  1, 2, . . . ,  N2—1
и учтем граничные условия

У  to == У  to, У  i'.v, —  p.(V,, t =  1 , 2 ,  . . .  , 1 •

Тогда получим систему уравнений
Ус-1.1 / 2Уп -  2i/a +  Ун \ У т л  г ftp

a; I, Л2, Л2 j h\ Ы h\ ’
«/£_!,/ (2у„  У с, i - i  ~  %Уц +  Уи + 1  \ , Уи 1, /   ,

“ ч — ------------------- ч ---------------- ) + ч --------------

/ =  2,3, . . . ,  2,
Ус-i.N^i У i . Nr-г — tyj.N r-i

а;
+ Ус+l.Nr

А?
Pi.v,

где i = l ,  2, . . . ,  jV,—1. Далее, обозначим через £ а единичную матри
цу порядка — 1 и через Л2— следующую трехдиагональную ма
трицу того же порядка

2 1 0 0 •••
1 —2 1 0 ••• •
0 1 —2 0

(6)

Ясно, что Л2 представляет собой матрицу оператора второй раз
ностной производной по направлению хг- 

Введем для i =  1, 2, . . . ,  N ,— 1 векторы
Ус —  (t/iii Усг> • ■ •» yc,Nt-i)T■>

Fc =  |7ii + , f i2» /13, • ■ ■ , /;. v2-2 , А.л/ , - 1  + — ■

(7)

(8)

Тогда предыдущую систему уравнений можно записать в вектор
ном виде

—  Е аУс-1 —  ( —  — Л 2 ^  yi -1— —Eztji+i =  Fi,
h\ U  )  (9)

i = l ,  2, . . . ,  Nt— \.
Эту систему уравнений следует дополнить граничными условиями

Уа —  Ро, У  i f ,  —  Рлт,
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где
P'0— (poi, Рог. • • • )  I^O'Nj-i)7, p.v,—  (P n,iP jv,2 • • • Pjf|,rr2- i ) T- 

Таким образом, разностная схема (4), (5) записывается в век
торном виде (1), где В0 и — нулевые матрицы, A{= B i=  h^2E2y 
Ci — 2И?Ей—Л2, i = l ,  2, . . . ,  Ni— 1.

Может оказаться, что N2̂ >MU т. е. что число точек сетки по 
направлению х2 гораздо больше числа точек по направлению я, 
(например в случае, когда прямоугольник G сильно растянут в 
направлении х2). Тогда выгоднее пользоваться прогонкой по ин
дексу /, так как при этом соответствующие матричные коэффициен
ты будут иметь порядок А,— 1 гораздо меньший, чем N2—1. Соот
ветствующая система векторных уравнений имеет вид

~ ~  Е1У1-1 —  ( ~~ Ei  —  АЛ у ,  +  4 -  Е м +1 =  —  FI,
hl V hl j  hi

j Г= 1 I 2,. . N2 1 , Уд == Pq, У jVj == PjVh

где Et— единичная матрица порядка —1, Ad— матрица, анало
гичная (6) и имеющая порядок А,—1,

УI =  (У\Ь Уги •••» yNi-i,i)T, Ро =  (Рю> Р20» • • • > Рл\—1,о)Г|
p,v2 =  (PlAf,P2jVj . . . Рл',-1 ,Л'г)Г.

3. Алгоритм матричной прогонки. Пусть задана система урав
нений (1). Формулы матричной прогонки можно получить так же, 
как и формулы обычной прогонки (см. п. 7 § 4 ч. I), однако при 
их выводе надо учитывать, что коэффициенты уравнения (1) непе
рестановочны. Будем искать решение системы (1) в виде

£/i=ai+1Pi+i +  Pi+i, i =  0, 1, . . . .  N— 1, (10)
где a i+,— квадратные матрицы того же порядка М, что и порядок 
матриц A j, Ви Ci, а р,+1— вектор размерности М. Подставляя у; =  
=  a i+1(/i+I-t-pi+i и y i- i= a iyi + $i=aia,i+lyi+i+ (аф,+1 +  Р0 в уравнение

Aiyi-i—Ciyi+Biyi+i= —Fi,
получаем, что это уравнение будет выполнено, если потребовать

(Ада,—С;) a i+1 +  Bi+i =  0,
(/4;CC;--Ci) Pi+1 = --- (AiPi+fj) .

Отсюда приходим к следующим рекуррентным соотношениям 
для определения матриц cci+1 и векторов jii+1:

ai+1 =  (Ci — A a£)-1 В,, (11)
Pi+i =  (Ci — Aicci) 1 (.4;Pi -j- F;). (12)

Здесь (= 1 , 2, . . . ,  N—1. Начальные значения a,i и p, задаются в 
соответствии с уравнением

СоУоА~ ВцУ i = —F ц.
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(13)

которое можно переписать в виде
Уо =  Са Вау1 -|- С0 F0.

Сопоставляя (13) с уравнением (10) при t =  0, получаем
(14)

После того как все коэффициенты а„ j}f найдены, векторы yit 
i =  N—1, (V—2, 1, 0, определяются последовательно из урав
нения (10), начиная с Для начала счета надо знать вектор yN, 
который определяется из системы двух уравнений

АкУп- i CNy N =  F N, Ун-i =  {Х,хУн +  $n- 
Отсюда получаем

Ук=={Ся An<Xn) _1 (-Лифвг +  Fн) • (15)
Объединяя формулы (10) — (12), (14), (15), приходим к следую

щему алгоритму матричной прогонки для системы (1):
ai+1 — (Ct — Д а£)_1В£) t =  1, 2, . . . , N — 1, а ^ С ^ В ^ ,  (16)

IW =  (Ct - Atat)-1 (Л£р£ +  Ft), i =  l ,2,  . . N,  P1=C71F0, (17)
y i= a ,+it/i+i +  Pi+i, i = N —1, N—2, . . . ,  1,0, Уп=$w+i- (18)

При реализации метода матричной прогонки приходится запо
минать все матрицы оя, i = l ,  2, . . . ,  N—1, что ведет в случае 
матриц больших размеров к необходимости использования внеш
ней памяти ЭВМ и тем самым к увеличению времени счета.

Кроме того, реализация формул (16) сама по себе требует боль
шого числа действий. В каждой точке i приходится один раз обра
тить матрицу и сделать два умножения матриц порядка М, что 
требует О (АН) арифметических действий. Следовательно, для вы
числения всех коэффициентов со, i = l ,  2, . . . ,  N—1, требуется 
0(M 3N) действий. Для модельной задачи, когда M = N = h ~ \  число 
действий становится величиной О (Л-4). По указанным причинам 
(большой объем памяти и значительное число арифметических дей
ствий) матричную прогонку сравнительно редко применяют для 
решения задач математической физики. Однако в тех случаях, 
когда матрицы Аи Ви Ct невысокого порядка (небольшое число то
чек по направлению х2), необходимый объем памяти и число дей
ствий резко сокращаются и метод можно рекомендовать для прак
тического использования.

4. Устойчивость матричной прогонки. Так же, как и в случае 
обычной прогонки, возникает вопрос о численной устойчивости ме
тода матричной прогонки. Получим здесь достаточные условия 
устойчивости в виде требований, предъявляемых к матрицам А{, Bit 
Си i= 0 , 1, . . . ,  N.

Пусть в системе (1) yt и / \— векторы размерности М, Ait Ви Ct— 
квадратные матрицы порядка М (векторы и матрицы могут быть 
как вещественными, так и комплексными). Будем рассматривать
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матрицы Аи Ви Ci как линейные операторы, действующие в М-мер- 
ном линейном пространстве Н (вещественном или комплексном). 
Предположим, что в Н определены нормы вектора [Ml и подчинен
ная ей норма матрицы. При доказательстве устойчивости прогонки 
нам потребуется следующее известное утверждение.

Л е м м а  1. Если для данной матрицы А существует константа 
Ч>0 такая, что для любого х ^ Н  выполнено неравенство

\\Ах\\^\\х\\, т>0, (19)

то матрица А имеет обратную, причем
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем сначала, что все собственные 

числа матрицы А отличны от нуля и, следовательно, существует 
А~‘. Пусть Я — любое собственное число матрицы А и z — отвечаю
щий ему собственный вектор, т. е. Az="kz. Согласно условию (19) 
имеем

WAz\\=\K\\\z\\^\\z\\,

т. е. |Я| ^ у > 0 ,  и тем самым Я=Д0.
Таким образом, матрица А имеет обратную. Пусть у ^ Н  — лю

бой вектор. Обозначая х=А~'у, получим из условия (19), что 
Следовательно, ||Л-‘|| что и требовалось.

Метод прогонки (16) — (18) будем называть устойчивым, если 
матрицы С,—Л,а, имеют обратные и ||а ,||^ 1 , 1=1, 2, . . . ,  N.

Из устойчивости прогонки следует однозначная разрешимость 
системы (1). Действительно, в этом случае, исходя из рекуррентных 
формул (18), можно представить решение задачи (1) в явной фор
ме в виде конечной суммы с коэффициентами, зависящими от он,

Условия Haill^l обеспечивают численную устойчивость счета по 
формуле (18). Нарушение этих условий не всегда приводит к силь
ному накоплению погрешности. Однако подробный анализ вычис
лительной погрешности метода прогонки выходит за рамки данной 
книги.

Сформулируем теперь теорему об устойчивости матричной про
гонки.

Т е о р е м а  1. Пусть А{, В,— ненулевые матрицы, 1 =  1, 2, . . .  
. . . ,  1V—1 , и пусть существуют матрицы CJ1, 1=0, 1 , . . . ,  N. Если 
выполнены неравенства

|CrMil +  ]C7lB i |< l f г =  1, 2, . . . ,  iV — 1, (20)

||Со1В0|< 1 ,  IIOvVLv [|< 1, (21)

то матричная прогонка устойчива.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем по индукции, что |!а*1!^1 и 

матрицы Ci— имеют обратные, 1 =  1, 2, . . . ,  N. Неравенство 
llctill^l выполнено в силу первого из условий (21). Предположим, 
что Hctill^l для некоторого 1^1 . Докажем, что тогда (С,—Д-аО-1 
существует и ||ai+1| | ^ l .  Поскольку С;—Aiai= C i{E—С г’Дсо), до
статочно доказать существование матрицы (Е — СГМ а̂;)-1.
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Пусть i e / /  — любой вектор. Тогда
|1 (£ — C l l Ai<Xi) х  || >  || х ! — j| C 7 1A i( x ix  jl >

>  1 х | -1  CTMi 11 a, S1 x 1 >  (1 -  I) C7lA  D И .
Отсюда и из условий 1 — \\C'i1Ai\\'^\\C7lBi\\ (см. (20)) получим

1 (£ — C l 1 AiCt?) х I >  7,-1 x ||, i = l , 2 .......N — 1, (22)

где ■Yj= ||C r lfii||>0. Неравенство ^,>0 следует из того, что С71 — 
невырожденная матрица и В{ф 0, и поэтому C ^ B t— ненулевая 
матрица. Из неравенств (22) и леммы 1 следует существование 
матриц, обратных к С,—Л,сс„ г =  1, 2, . . . ,  N—1, и оценки

I K E - c r M ^ n ^ i c ^ r 1. (23)

Таким образом, матрицы ос1+1, заданные рекуррентным соотно
шением (16), существуют. Перепишем выражение для ai+l в виде

a i+i =  (£ — CrMiGti)-1 (СГ^О-

Отсюда и из оценки (23) получим,что

I a,4i || || (Е -  CrMia,-)-1 IIII t f B i  К  1.

Итак, ио индукции доказано, что jla ill^ l, г =  1, 2, . . . ,  N. Для 
завершения доказательства теоремы 1 осталось убедиться в том, 
что существует матрица, обратная к С.ч-—Л^а». Поскольку ||aNi l ^ l , 
получим, как и ранее, что

I! (Е —  См Аман) *Ц (1 — 1 См Лд- |) ;| х ||

для любого х е Я . Следовательно, неравенство (22) выполняется и 
при i— N с константой 7^=1 — ЦСлМ̂ Ц. Неравенство ^ > 0  выпол
нено в силу второго из условий (21). Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е .  Матричная прогонка будет устойчивой и в том случае, если 
вместо (21) потребовать

II C ^ fio lK  1, 1. (24)

Доказательство проводится так же, как ив теореме 1. Надо заметить только, 
ч т о  в случае (24) выполняются строгие неравенства Ц0S i] |  С  1, i = l ,  2..........IV, и

II ( £  —  C ^ A f j  a . f j )  х  ;] О  ( 1  —  [ ] С у 1  A v  a jV  | | )  j| х  | j ,

причем
1 - « C ^ M , v a v Ц >  1 _ | l a v [ЩС^Лд, || >  1 - | C ^ . 4 jV Ц > 0 ,

т. е. 1 — ЦС^Л^ад, 11 >  0.

Применим теорему 1 к исследованию устойчивости метода про
гонки для разностного уравнения Пуассона (см. п. 2). В этом
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случае система (1) принимает вид (9), причем
Ac =  Bi =  th2E2, С1 — 2К?Ег— къ,

i— 1, 2, . . . ,  Л л—1, Во—Л ̂ =О,
где матрица Л2 определена согласно (6).

Условия устойчивости прогонки (20) принимают вид
||СГ1К 0 ,5 ^ ,  1 = 1 , 2 , . . .  , ^ - 1 ,

и будут выполнены, если

\ С с У \ > М у \  (25)
h\

для любого вектора у размерности Nz—1.
Выберем в качестве нормы вектора

У={Уи Ун,.. .,Унг-i)T
величину ||г/|| — Цу, у), где

Л 'а-1
(и, и )=  2  hjUflj.

i
Тогда

I Ciyf = ( - \ y ~ k ^ ,  4 "  У — Aai/ ] =
l  hl hl J

=  4  fi у ii2—4  y ) + ii Л.У f  >  i у i2,h[ h\ hi

поскольку

(А2г/, у) =  — 2  (y7J 2h<  0.
/'= i

Тем самым условие (25) выполнено и матричная прогонка для 
системы (4) — (5) устойчива.

§ 6. Метод редукции

1. Вывод основных формул. Метод редукции является прямым 
методом решения системы разностных уравнений, имеющих вид

Ух-i—Q/i+1/i+i =  —Fь j '= l, 2, . . . ,  N— 1, (1)
£/о== М-i, 1/jv =  (J-21 (2)

где у, — искомые векторы размерности М, pt, р2— заданные век
торы и С — заданная квадратная матрица порядка М. Принципи
альным отличием данной системы от системы (1) из § 5 является 
независимость матрицы С от индекса i и равенство коэффициентов 
при и yi+l.
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В основе метода редукции лежит специальный способ исключе
ния неизвестных из системы (1). Запишем уравнение (1) в точках 
£—1 и £+1, т. е.

У 1-г Q/i-l+i/i =  F i-i 1 J/i Cy.i+1 -р £/i+2 =  F i+!,
и сложим эти уравнения. Тогда получим

£ / t - 2 - ) ~ 2 i / i — С ( г / i —! —|—r / i + i )  +  t / i + 2  =  —  (FM  +  f i + i ) .

откуда, учитывая, что
1Л— 1 Ч- Уг+1 Fу  1 Т,,

придем к уравнению
г/;_2— (C2—2E)yi+y i+2= — (Fî i +  CFi+Fi+i) , (3)

связывающему значения искомого вектора в узлах одинаковой чет
ности. В частности, если £ — четные, то проведено исключение не
четных узлов. Далее этот процесс исключения можно продолжить

к 0 0~Т~Т~^~^~Т^В~Т^В~0~Ю ~11~^1Т1ТУв~Тб

к = 1
О 2 в а 10 12 1* 1Б

к = 3  к-

Рис. 16. Порядок исключения неизвестных в методе редукции

аналогичным образом. При этом необходимо предположить, что чис
ло узлов N является степенью двойки, N = 2m. Прежде чем перехо
дить к случаю произвольного т ,  рассмотрим для наглядности слу
чай тп=4, т. е. Л£= 16.

Обозначим через k номер этапа исключения неизвестных. При
k=0  система уравнений совпадает с исходной и содержит значения 
неизвестных во всех внутренних узлах. На рис. 16 это соответст
вует верхней горизонтальной черте, где кружочками отмечены но
мера неизвестных yh входящих в систему. На следующем этапе
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(6=1) происходит исключение неизвестных с нечетными номерами, 
в результате чего получаем систему вида (3), содержащую значе
ния неизвестных только в четных узлах. Этап k = \ изображен на 
рис. 16 второй сверху горизонтальной чертой. Стрелки указывают, 
какие неизвестные были исключены. На втором этапе (6 = 2) оста
ется каждый четвертый узел и на заключительном этапе (й =  3) ос
тается только одно уравнение, связывающее у8, у0, у1в. Поскольку 
Уо и у16 заданы (см. (2)), из последнего уравнения можно найти уа. 
Тем самым начинает осуществляться обратный ход в методе ис
ключения. Зная уа, можно найти у4 и у12, далее — все неизвестные с 
четными номерами и, наконец, все остальные неизвестные.

Вернемся к общему случаю, когда N=2m. Согласно (3), в ре
зультате первого этапа исключения (k = \ ) получаем систему урав
нений

+  £ =  2, 4, 8, . . .  , 2т - 2 ,  (4)
где

С(1) = (С<0') 2—2Е, С<0) = С, (5)
Fl>) = F l-1 + CFt + Fc+1. (6)

По индукции легко доказать, что на k-м этапе исключения, 
k = 1, 2, . . ., m, получаем систему

1 -  С * ~ \  +  у . ^  =  -  F t 1', (7)

i = 2*-‘, 3 ■ 2ft- ‘, . . . ,  2m—2h~',
Уо—у 1> У»= Р-2>

где матрицы С{к~1> и векторы F находятся из рекуррентных со
отношений

С(*’ =  (С<4_1))2 — 2Е, k =  1, 2,. . „ я - 1 ,
с (о> =  Cj (8)

F\k) =  Ff ^U +  c lh-1)F t 1'+ F t t  i- (9)
F f = F c ,

i = 2\  2-2\  3-2\ . . . ,  2m—2\
Таким образом, весь процесс решения состоит из прямого хода 

и обратного хода. Прямой ход заключается в нахождении матриц 
С*4 и векторов Ff> по формулам (8), (9). Обратный ход состоит в 
нахождении векторов у; из системы (7), начиная с k — m.

Метод редукции в том виде, как он здесь изложен, не применя
ется в реальных вычислениях по двум причинам. Во-первых, он не
экономичен из-за того, что на каждом этапе приходится обращать 
матрицу Cik) общей структуры. Во-вторых, вычисление правых час
тей по формулам (9) неустойчиво. В следующих пунктах будет по
казано, как можно устранить указанные недостатки метода ре
дукции.
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2. Обращение матриц. Соотношение (8) представляет собой не
линейное разностное уравнение первого порядка для матриц. Его 
решение можно найти в явном виде.

Рассмотрим сначала числовой аналог уравнения (8), а именно 
разностное уравнение

Ук =  у1л — 2, * =  1,2, . . . ,  у0 — х, (10)
где х — заданное число.

Покажем, что решение ук = ук{х) уравнения (10) выражается 
через многочлен Чебышева, а именно

У*(х) =  2 Т ^ ,  * = 1 , 2 , . . . ,  (11)

где
cos (n arccos х), если | х | -< 1, 

у [(*  + Y я2 — 1)п +  (ж — /л :2 — 1)п], если |ж| >  1.

Из выражения для Тп(х) следует, что
Ты {х)=2{Тп{х)Г— \.

Отсюда при п = 2h~l получаем

Ч т 1 = 2 Л-1 I2 —  1,

т. е. функция (11) удовлетворяет уравнению (10). 
Корнями многочлена (11) являются числа 

о (2/ — 1) я , . 0Xi,k =  2 cos v ' , t =  1,2, . . . .

Поэтому функция yh(x) , представляющая собой многочлен относи
тельно л; степени 2й со старшим коэффициентом 1, разлагается в 
произведение

(2/ — 1) я\
2̂ +i J ■

Приведенные выше выводы имеют место и для матричного урав
нения (8). По индукции легко доказывается, что решением См 
уравнения (8) является многочлен (относительно матрицы С) 
степени 2к со старшим коэффициентом 1. Для этого многочлена 
справедливо представление, аналогичное (11), т. е.

С{к) - - 2Т ,k

и справедливо разложение на линейные множители

с {к) (2/ — 1) я сЛ
2Ш С) ■ (12)
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Наличие такого разложения позволяет упростить процедуру об
ращения матриц. В случае разностных аппроксимаций уравнений 
эллиптического типа матрица С является трехдиагональной, в то 
время как С(к>— матрицы общей структуры. Благодаря разложе
нию (12) обращение матрицы С{к> сводится к последовательному 
обращению трехдиагональных матриц

Ck,i =  С — 2 cos 121- " * .£, /=Т ,  2,. . . ,  2fe. (13)'

Действительно, пусть требуется решить уравнение
С(',)н='ф, (14)

где
r,k

1=1
Рассмотрим для наглядности сначала случай, когда k = 2. Тогда 

(14) принимает вид
Сг,16*2,2612,3О24У ф. (16)

ОбОЗНаЧИМ Но = ф, ^ ^  2.2̂ 2,3̂ 2,i^, У 2 = О^С^У, Уз = С24У, V̂ — V. 
Тогда получим, что решение системы (15) сводится к последова
тельному решению четырех систем уравнений

0 2 д У 4 У 0) 2У 2 У1) С>21зУз= У2, 0 24U4=H3,
где о0 = ф, у4 = у.

Точно так же решение системы (14) в общем случае сводится к 
последовательному решению систем уравнений

С*,,у, = 1=1, 2, . . . ,  2 \ (16)
где у0 = ф, у„* =  у. Если матрицы См трехдиагональные, то каждую 
из систем (16) можно решить методом прогонки.

Указанный выше способ обращения матрицы С(к) предполагает 
определенный порядок выполнения промежуточных этапов: снача
ла надо обратить матрицу СкЛ, затем — матрицу См и т. д. Одна
ко, поскольку в матрице С{к) все сомножители перестановочны, мож
но использовать и другие способы введения промежуточных значе
ний v,, 1=1, 2, . . . .  2к—1. Так, систему (15) можно записать в виде

2,4 С*2,3 С2,2 , 1 “  ф
и заменить системой уравнений

02>4У 1 =' У 0) 0 21зУ2= У1> С22Н3= У2, С2 11-14= Уз,
где и0 = ф, у4 = у. Теоретически при любом порядке выполнения про
межуточных этапов мы должны получить одно и то же решение у. 
Однако, если число промежуточных этапов велико, то при решении 
систем уравнений (16) на ЭВМ будет происходить накопление по
грешностей округления. Рост погрешностей округления зависит от 
порядка выполнения промежуточных этапов. Здесь имеет место
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примерно та же ситуация, что и в итерационном методе с чебышев- 
ским набором параметров (см. п. 2 § 6 гл. 2 ч. II). Поэтому при 
реальном решении системы (14) рекомендуется обращать внима
ние на порядок выполнения промежуточных этапов. Более подроб
но этот вопрос рассмотрен в книге [35].

3. Вычисление правых частей. В методе редукции правые час
ти F\k~l) уравнения (7) должны удовлетворять соотношению (9). 
Будем искать F f] в виде

F p  = C w p P  + q P ,  (17)

где векторы рР , qP подлежат определению. Подставляя (17) в 
(9), получим

c < V '  +  qt,<*) __ £<*-1) Ak-1) , (k-i) ,
Pc- 2*-l +  ?;_aA-l +  

'(*-1) //-(*-1) _(*—!)I lЯ -1 1  . ( 6 - l K  / -1 Я -1 J ( « - И  I (
+  L (C Pi +qi  ) +  Б Pc+2k-1 +  9,

JA-1)„*+!•
Отсюда, учитывая, что Cw = (C1*- ' 1)2—2E, придем к уравнению 
<С(А-1))3 (pf > pi*'1’) '*) _о„(ИЦс =  <sp; Д*-1) _ l _  I

+  Pi-2*-l +  ^/+2fe-l +
(*—i)

, /-.(A-l) c №-l) , <*—0  , Ak-X)\
+  L \Pi—2̂  l +  Pi+2k-i +  qi )■

Выберем теперь вектор qP таким, чтобы выполнялось соотно
шение

^ = 2  р ? » + « й 2 .1 + о (18)

Тогда предыдущее уравнение после умножения на 
мет вид

С 1-1)с(А-1) _ П(*-Ч■Jf. *— Р,-аА-1 +  Pi+^-l +  Qi

П р И .

(19)

где =р.(М-Pi(h~ l) .

Таким образом, вычисление векторов Fp  можно заменить нахож
дением векторов p f \  q f ’ из системы уравнений (17) — (19). Сначала, 
обращая матрицу C(k' l), находим вектор затем вычисляем рр — 
— Р?~" +  st~1] и затем по формуле (18) вычисляем qp. Правую часть 
Ff~l) уравнения (7) надо заменить согласно (17) выражением

_№-1) ! _(*—и1 L --  ^ 4̂ “Г ЧС
Тогда придем к уравнению

ь  г, — 7,- +  У L_ 2u-i +  y iV2k -u (20)

где t f  — ус— р(к 1). Из этого уравнения, обращая матрицу С(А 11, 
находим /f -0 и затем вычисляем yi =  pp'1)~ t f ~ 1]■
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4. Формулировка и обсуждение алгоритма. Сформулируем бо
лее детально алгоритм метода редукции.

Вычисления ведутся в цикле по индексу k. Сначала осуществля
ется прямой ход, т. е. для k = \, 2, т—1 решаются уравнения

£<A-i)s<A-l) . (ft-l) ч  Ik-D
Pi-2*-1 +  Pi+2k~l

,№-i) (21)

и находятся векторы
РТ  =  pf~l\ +  s r i),
J k ) <y-(k) , Ik-1) , Ik-1)

где i = 2 \ 2-2\ 3-2\ 2т—2к. Вычисления ведутся, начиная
k=l ,  причем при k= 1 задаются начальные значения

„ ( 0 ) =  О, До) ■■Ft, * = 1 , 2 ....... N — \.

с

Решение систем (21) сводится, как это было показано в п. 2, 
к решению более простых систем уравнений

где

Ck-i,i^l,i — V l-i,it 
»' = 2 \ 2 -2\

1=  1 ,2....... 2й ,
. , 2т—2\

_  _(*—1) I „(*-1) I „(*-1),i —  Pi-2k-i i -  рi+2k-i +  <7< ,

(22)

V -
j k - D■>[

Системы (22) решаются при фиксированном I для каждого 
i = 2 \ 2-2\  . . . ,  2т—2\ Поскольку матрица Ск- 1ш1 не зависит от i, 
вычисления целесообразно организовать так, чтобы матрица Ск- i,t 
обращалась один раз.

Подсчитаем число действий, необходимых для решения всех си
стем вида (22). Предположим, что для решения системы (22) с 
фиксированными k, I, i гпебуется q арифметических действий. Тог
да при фиксированных k, I для решения систем (22) с i = 2 \ 2-2\ .. .

2^_2к
. . . ,  2™—2к требуется----------q = (2т~к—1 )q арифметических дей-2k
ствий. При фиксированном k и для 1= 1, 2, .. ., 2s-1, i= 2 \  2-2*,
. . . ,  2m—2\ требуется 2к~1(2т~к—\)q={2m~'—2h~l)q действий. На
конец, для всех k = 1, 2, . . . , т—1 необходимо выполнить

т - 1

(2- 1 _  2*-1) =  (1 +  (т -  2) 2т~1) q
k=i

арифметических действий. Самое существенное здесь то, что при 
больших N число действий является величиной О (qN log2 Лг).

После того как все векторы р)4', <7;е) найдены, осуществляется 
обратный ход метода редукции, т. е. начиная с k = m решаются
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у р а в н е н и я

(23)Ык-V f'k-1) _  №-i) I _i_ fj .
Ь  f i  —  Qi -+- У (_21г-1 i t/ i+ ik-i

и вычисляются искомые векторы
, ,_n(*-o I
£/£ —  P i T  ‘ i ’

где fe = m, m—1, . . . .  1, t' = 2*-‘, 3-2*-1, . . . ,  М -2*-', M = 2m.
Система (23) при фиксированных i, k решается, как и ранее, 

путем последовательного решения систем уравнений
C k — i ' i W i ' i  — W i - i  i ,  I — 1, 2....... 2 ,

I = 24- 1, 3-2*-1, 5-2к~\ 2т—2к~\
(24)

где wllU =  q{! 0 +  y^k-i  +  yi+2k-u 4 г)- Решение системы
(23) также требует О (qN log2 N) действий.

Рассмотрим применение метода редукции к решению разност
ного уравнения Пуассона (4), (5) из § 5. Предположим, что сетка 
содержит N 1 = 2"1 точек по направлению хх и N2 точек — по х2. Со
гласно (9) из § 5, это разностное уравнение можно записать в век
торном виде (1), (2), где N = Nl и С = 2Е2— h\A2 — трехдиагональ
ная матрица порядка N2—1. Поэтому системы вида (22), (24) ре
шаются методом прогонки, что требует q = 0 (N z) действий. Таким 
-образом, решение разностного уравнения Пуассона осуществляется 
методом редукции за число действий 0 (N 2Nl \og2Ni). На квадрат
ной сетке, когда Nt = N2 = N, число действий является величиной 
О {Nz \og2 N ) , т. е. имеет тот же порядок, что и в методе быстрого 
дискретного преобразования Фурье. В отличие от последнего, ме
тод редукции не требует знания собственных функций, что позво
ляет применять его и в более общих случаях, например в случае 
краевых условий третьего рода.

Метод редукции выгодно отличается от метода матричной про
гонки не только числом действий, но и требуемой памятью ЭВМ. 
В тс же время следует еще раз подчеркнуть, что метод редукции 
можно применять только для решения относительно простых си
стем уравнений, а именно систем, которые можно записать в виде 
(1) с постоянной матрицей С. Например, разностные задачи для 
уравнения

£  (ki (х, 0) ^  ^  ( h  (х, (М У)

можно решать методом редукции только в том случае, если коэф
фициенты ku k2 не зависят от х.
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П Р Е Д М Е Т Н Ы Й  У К А З А Т Е Л Ь

Алгоритм быстрого дискретного преоб
разования Фурье 336 

Аппроксимация дифференциального 
оператора разностным 266

— первого порядка 35
— суммарная 376

Ведущий элемент 53 
Вычислительный эксперимент 11

Гр аница сетки 293 
Граничная точка сетки 297

Дискретизация II1

Жесткая система 249

Задача о наилучшем приближении 157

Интегро-интерполяционный метод 262 
Интерполирование 127 
Интерполяционный многочлен 127
------ Лагранжа 129
------ Ньютона 130
------ обобщенный 151, 156
------ Эрмита 136
Итерационный метод 48
------  верхней релаксации 85
-------двухшаговый явный 208
-------Зейделя 83
---------- нелинейный 212
------ касательных 193
■------ минимальных невязок 1116

Итерационный метод минимальных 
поправок 116
-------многошаговый 84
------ неявггый 85, 2116
------ Ньютона 193, 210
---------- модифицированный 193
---------- с параметром 202, 2Г1
------ одношаговый 84
------ парабол 85, 494
------ переменных направлений 404
— — Пикара 209
------ попеременно-треугольный 394;
------ релаксации 209
------ стационарный 85, ‘208
------ Стеффенсена 199
------ явный 85, 208
------ Якоби 82
---------- нелинейный 212

Каноническая форма одношагового 
итерационного метода 84

------  разностного уравнения 293
------ разностной схемы двуслойной 349
--------------  трехслойной 363
Квадратурная формула 1161 
------ Г аусса 180
-------интерполяционного типа 173
------ Ньютона — Котеса 178
------ парабол 165
------ прямоугольников 162, 163
------  составная 179
------ трапеций 164
------ Эрмита 185
Корректность операторных уравнений 

342
— разностной схемы 290
— численного метода 15

Мантисса числа 116
Матрица верхняя треугольная 51
— нижняя треугольная 51
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Матрица перехода 91
— плохо обусловленная 76 
Машинный нуль 17
— эпсилон 49 
Метод Адамса 231
— баланса 262
— бисекции 191
— гармоник 275
— Гаусса 51
-------с выбором главного элемента 61
— интегро-интерполяционный 262
— матричной прогонки 4111
— последовательных приближений 48
— прогонки 45
— простой итерации 85
— разностный 217
— Ричардсона 85
— Ромберга 172
— Рунге 168
— Рунге — Кутта 217
— Эйлера 245 
 неявный 249
— Эйткена ускорения сходимости 198
— экстраполяции 167, 172 
Модель математическая 11 
Невязка 43, 1116, 215, 231 
Норма матрицы 75
— энергетическая 317

Область устойчивости 253 
Округление 18
Оператор второй разностной производ

ной 311
— левой разностной производной 348
— монотонный 304
— перехода разностной схемы 35а
— положительный 315
— правой разностной производной 348

Погрешность абсолютная 76
— аппроксимации 35, 43, 231
------ на решении 44, 215, 268, 275, 289
— вычислительная 14 
— дискретизации 13
— интерполирования 132
— итерационного метода 87
— метода 215
— неустранимая 113
— округления 13, 14
— относительная ,18, 76
— разностной схемы 274, 289
— экстраполирования 133 
Позиционная система счисления 16 
Порядок аппроксимации 44, 216, 289
— точности 44
------ разностного метода 215, 268, 290

Порядок числа 16 
Принцип максимума 296 
Пространство сеточных функций 287

Разделенная разность 129 
Разностная краевая задача 37
— схема 13, 37, 217, 262, 287
------ абсолютно устойчивая 276
------ асимптотически устойчивая 328
------ двуслойная 349
------ консервативная 115
------ локально-одномерная 377
------  монотонная 304
------  неустойчивая 276
------ повышенного порядка аппроксима

ции 278
-------продольно-поперечная 372
------ с весами 277, 321
------ трехслойная 283, 362
- -  условно устойчивая 276

— — чисто неявная 276
------ шестпточечная симметричная 277
------  явная 274
— формула Грина 263 
Разностный метод 34
------ абсолютно устойчивый 249
------ многошаговый 230
------ условно устойчивый 249
------ чисто не явный 255
------ .4-устойчивый 254
------ /  (а.) -устойчивый 255
— оператор Лапласа 261 
Разряд числа 16

Сетка 15, 34, 286
— на отрезке 134
— равномерная 34, 215
— разрядная 17
— связная 295
Сеточная функция 34, 215, 286 
Слой 273
Скорость сходимости итерационного 

метода 96 
Сплайн 141
Сходимость птерполяцпонного процес

са 135
— квадратичная 1193
— при т—>-0 215
— разностной схемы 286, 290

Теорема сравнения 298

Узел внутрепнпн 273



Узел граничный 273
— интерполирования 127
— кратный 136
— сетки 34, 273
Устойчивость коэффициентная 74
— разностной схемы 290, 342, 351
-----------ио начальным данным 240, 352
----------- по правой части 352

Формула суммирования по частям 39, 
269

Функция мажорантная 299

Характеристическое уравнение 26, 234

Число жесткости 250 
— обусловленности 76
— с плавающей запятой 16
— с фиксированной запятой 16

Шаблон разностного оператора 261 
Шаг сетки 34, 286
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methods are presented. Part 2 includes such traditional topics as interpola
tion, numerical integration, numerical linear and non-linear algebra, Run- 
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Contents: 1. Mathematical simulation and numerical experiment. 2. Roundoff er
rors. 3. Two-order difference equations. 4. Direct and iteration methods for 
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